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14.Apéndice D. Ecuación de Desv́ıo Geodésico generalizada, con torsión 89
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−0.05, Σ3 = 0.1. En este caso a(t) = b(t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
7.12. Evolución de las componentes del tensor eléctrico de Weyl para el caso Σ1 = Σ2 =




Resumen Últimamente los datos de la Radiación Cósmica de Fondo (RCF) han dado como resultado
anomaĺıas o desviaciones con respecto al modelo estándar de la cosmoloǵıa, lo cual ha llevado a varios
cosmólogos a considerar modelos alternativos al modelo estándar(homogeneo e isotrópico), como los mo-
delos de Bianchi, los cuales son homogéneos pero anisotrópicos. En especial, el modelo de Bianchi I podŕıa
explicar un valor bajo del cuadrupolo de la RCF, lo cual se muestra en uno de los caṕıtulos de esta tesis.
Basándonos en estas motivaciones para considerar modelos alternativos, proponemos estudiar la Ecuación
de Desv́ıo Geodésico (EDG) en este modelo. Se muestran las ecuaciones dinámicas para fluidos generales y
luego para el caso particular de este universo en el dominio de materia. Encontramos que una cosmoloǵıa
de este tipo tiende a la isotroṕıa(buena candidata para generalizar a la cosmoloǵıa estándar), tanto por
el comportamiento de la parte eléctrica del tensor de Weyl como por el comportamiento del tensor shear.
Es precisamente este tensor de Weyl el que hace la diferencia en la EDG con respecto al caso del modelo
estándar, ya que en el modelo estándar el tensor de Weyl es nulo. Se discuten algunas consecuencias de
carácter observacional y cosmológico de este término.
Palabras Claves: Ecuación de Desv́ıo Geodésico; Cosmoloǵıas de Bianchi; Anomaĺıa del Cuadrupolo.
Abstract Recently Cosmic Microwave Background (CMB) data have given results like anomalies or de-
viations with respect to Standard Cosmological Model, which has led to many cosmologists to consider
alternative models to the Standard Model (which is homogeneous and isotropic), such as Bianchi models,
which are homogeneous but anisotropic. Specially, Bianchi type I model could explain a low value of
quadrupole in CMB, which is shown in one chapter of this thesis. Considering these motivations to justify
alternative models, we propose to study the Geodesic Deviation Equation (GDE) in this model. Dyna-
mic equations for general fluids are shown and then for the particular case of this universe with matter
domination. We find that this cosmology tends to isotropy (good candidate to generalize the Standard
Cosmology), owing to the behavior of both the electric part of Weyl tensor and the shear tensor. Precisely,
this Weyl tensor makes the difference in the GDE with respect to the Standard Model case because in the
Standard model the Weyl tensor is null. Some observational and cosmological consequences of this term
are discussed.
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beca que la Universidad Nacional ofrece a sus estudiantes por medio de su vicerrectoŕıa. Sin su respaldo
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y a la Universidad por haberme apoyado económicamente en los diferentes eventos que participé como
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El modelo estándar de la cosmoloǵıa supone como válida la teoŕıa general de la relatividad y plantea las
hipótesis de homogeneidad e isotroṕıa a las ecuaciones de campo de Einstein, obteniendo como solución
la métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) [1]. Aunque a pequeñas escalas (menos de
100 Mpc) se observan inhomogeneidades porque el universo tiene estructura y se ven cúmulos de galaxias,
a grandes escalas esta suposición, según datos observacionales tiene validez, hay homogeneidad e isotroṕıa
a nivel estad́ıstico. Sin embargo, los modelos de FLRW no son los únicos homogéneos, existe una familia
de soluciones que cumplen la condición de homogeneidad mas no isotroṕıa en general, modelos conocidos
como universos de Bianchi [2], [3], [4]. En esta familia de modelos, los modelos de FLRW son un caso
particular.
A pesar del gran éxito del modelo estándar de la cosmoloǵıa para dar cuenta de muchas observaciones [5],
los modelos de Bianchi aun no se descartan y tienen aun pruebas observacionales que los pueden verificar.
Por ejemplo, aunque hoy el universo sea isotrópico, en épocas tempranas pudo no serlo y las anisotro-
ṕıas pudieron disminuir con el paso de la evolución del universo [4], [6]. Según esto, se han calculado las
abundancias relativas de Helio para distintos modelos de Bianchi y se han impuesto fuertes cotas a las
anisotroṕıas, del orden de
∣∣∣ σH0 ∣∣∣ < 10−9 − 10−13 dependiendo del tipo de modelo, donde σ es el parámetro
de shear, que da una cuantificación de la expansión anisotrópica del universo.
También se pueden hacer predicciones de la radiación cósmica de fondo (CBR) dependiendo de los modelos
de Bianchi que se consideren. Se obtienen restricciones en la vorticidad del orden de |ω/H0| < 10−3−10−5.
Estas restricciones parecen un poco más débiles que las de nucleośıntesis, esencialmente porque estas ob-
servaciones miden tiempos mucho más antiguos[4].
A pesar de ello, el modelo estándar de la cosmoloǵıa tiene problemas en explicar algunas observaciones,
como la anomaĺıa del cuadrupolo [7], obtenida de los análisis de la radiación cósmica de fondo. Esta
anomaĺıa puede tener una explicación con los modelos de Bianchi. Sin embargo, hay otras explicaciones
para este fenómeno, entre ellas el fenómeno de contaminación galáctica [8]. El sorprendente bajo valor del
momento de cuadrupolo fue reportado por primera vez en 1992 [9]. En la figura 1.1 se muestra una gráfica
tomada de [10]; se puede apreciar el bajo valor del cuadrupolo (l = 2, 90◦).
Angélica de Oliveira-Costa y Max Tegmark presentan un método para medir los coeficientes alm en vez
de los coeficientes del espectro de potencias Cl, dado el ruido anisotrópico, un incompleto cubrimiento
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Figura 1.1: Espectro de Potencias de la RCF.
del cielo y contaminación de fondo [11]. Investigación más detallada de la anomaĺıa del cuadrupolo ha
revelado varias pistas sobre la no-gausianidad a grandes escalas angulares. También se han encontrado
anomaĺıas con respecto al octupolo [11].
Se ha descubierto que el cuadrupolo y el octupolo son planares, esto es, con la mayoŕıa de sus manchas
más calientes y frias ubicadas en un plano, con sus dos planos de referencia sorpresivamente cercanamente
alineados [11]. Estas y otras anomaĺıas se han intentado explicar con fenómenos como emisión galáctica
de fondo, estructuras locales y con explicaciones teóricas que van mas allá del modelo estándar de la
cosmoloǵıa como la topoloǵıa cósmica compacta, inflación modificada y las cosmoloǵıas anisotrópicas de
Bianchi. Últimamente se ha encontrado que el alineamiento se ha extendido a cuatro multipolos, l = 2−5,
a lo largo del eje (b, l) = (60,−100), dando origen a lo que se conoce como eje del mal. [12]. Recientemente
Campanelli et. al. [13], [14] han podido explicar el bajo valor del cuadrupolo utilizando un modelo de
Bianchi I, recurriendo a un campo magnético uniforme. El origen de estos campos magnéticos aun no está
del todo claro, estudios de magnetogénesis, observaciones del CMB y de la rotación de Faraday, aśı como
la abundancia de elementos y nucleośıntesis ponen fuertes cotas al campo magnético primordial.
Estas son algunas de las motivaciones para estudiar los modelos cosmológicos de Bianchi. Aunque la mo-
tivación proviene más de la cosmoloǵıa y de las últimas observaciones astronómicas que la soportan, el
objetivo principal de esta tesis tiene que ver más con la teoŕıa clásica de la Relatividad General (RG).
La Ecuación de Desv́ıo Geodésico, que describe la separación y la propagación de geodésicas a través
del espacio-tiempo, es una de las ecuaciones mas importantes de la RG porque nos demuestra como la
curvatura del universo afecta nuestras medidas [2], [15], [16]. Esta ecuación será diferente en un univer-
so de Bianchi y tiene importantes consecuencias observacionales y cosmológicas porque afecta la forma
de medir distancias, como la distancia diametral angular. También, los vectores desviación tendrán una
deformación no solo en magnitud, caso que sucede cuando hay isotroṕıa, sino también en dirección. En
este trabajo se mostrará detalladamente como sucede esto, dado que el tensor de marea o de curvatura
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de Riemann cambia.
Por esta razón, después de hacer una breve introducción y un repaso de los fundamentos de la Relatividad
General, en el caṕıtulo 3 daremos una introducción a la formulación 1+3 de la Relatividad General. Se
introducen cantidades cinemáticas tales como el shear y la vorticidad. La parte de la curvatura que no
viene dada por la distribución de momentum-enerǵıa de la materia, es decir, aquella que no depende del
tensor de Ricci, se denomina Tensor de Weyl. Este tensor de Weyl es el responsable de que una part́ıcula
“interactúe a distancia” con una distribución de momentum-enerǵıa y es aśı mismo, también responsa-
ble de la propagación de las ondas gravitacionales [17]. El tensor de Weyl cumple algunas propiedades,
análogas al tensor de campo electromagnético. El tensor de Weyl se puede descomponer en una parte
eléctrica y en una parte magnética y es una de estas propiedades lo que permite hablar actualmente de
Gravito-electromagnetismo [2], [18].
Al final del caṕıtulo 3 se presentarán algunas definiciones concernientes a la teoŕıa de hipersuperficies y
se presentará la definición de curvatura espacial del universo, la cual es diferente de la curvatura espacio-
temporal. En la hipersuperficie espacial se puede definir una conexión, aśı como un tensor curvatura de
Riemann y una métrica inducida.
En el caṕıtulo 4 se presentan algunas propiedades de la cosmoloǵıa estándar y de la métrica de Robertson-
Walker a la luz del formalismo 1+3 de la RG. Se presentan algunas definiciones muy útiles para la cos-
moloǵıa observacional, diferentes formas de definir distancia.
En el caṕıtulo 5 se presentará la deducción de la Ecuación de Desv́ıo Geodésico para un espacio-tiempo
arbitrario. Luego, en el caṕıtulo 6 veremos algunas propiedades de la EDG en la métrica de RW. Se ve-
rá expĺıcitamente como en este universo el vector desviación solo cambia en magnitud debido a la isotroṕıa.
En el caṕıtulo 7 se introduce una pequeña reseña sobre los modelos cosmológicos de Bianchi y se presenta
la dinámica del modelo de Bianchi I cuando hay dominio de materia. Se presenta la evolución de los
factores de escala bajo diferentes escenarios cosmológicos, de igual manera se estudia la isotropización
de este modelo. Se presenta este caso, pues es de fácil integración anaĺıtica, pero casos más generales se
pueden considerar para un trabajo posterior.
En el caṕıtulo 8 se muestra como un universo levemente excéntrico puede explicar el bajo valor del cua-
drupolo. Como consecuencia de que las ecuaciones geodésicas cambian, cambia la ley de redshift y bajo
la hipótesis de pequeñas anisotroṕıas se puede obtener una relación que generaliza la ley de redshift del
modelo estándar, S = 11+z . Esta ley de redshift generalizada depende del ángulo de observación. Esta
es una consecuencia fundamental, una pequeña excentricidad introduce una modificación en el redshift
cosmológico que depende de la dirección de observación. Se modifica también la distribución de la tem-
peratura y a primer orden solo afecta el cuadrupolo de la RCF. Finalmente, basándonos en el trabajo de
Campanelli et. al. [13], [17], veremos como un ajuste de parámetros pueden dar una explicación plausible
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de esta anomaĺıa. Se han usado otros modelos de Bianchi para encontrar su distribución de temperatura
[19], [20], [21], [22], [23], [24], [25].
Por último, en el caṕıtulo 9 presentamos la EDG en las cosmoloǵıas de Bianchi, especificamente, para la de
tipo I. Veremos expĺıcitamente como la parte eléctrica afecta la dirección del vector desviación a diferencia
del caso de FRW donde solo cambia la magnitud. Para el modelo de Bianchi I la parte magnética del
tensor de Weyl es nula, por lo que no contribuye a la EDG. Se analizan posibles consecuencias en los
observables cosmológicos como la distancia diametral angular.
CAPÍTULO 2
RELATIVIDAD GENERAL
En la teoŕıa general de la relatividad, la geometŕıa del espacio-tiempo está caracterizada por un tensor
simétrico de segundo orden, cuyas componentes en el sistema de coordenadas {xµ} (con µ = 0, 1, 2, 3)
serán denotadas por gµν . El cuadrado de la distancia entre dos puntos vecinos del espacio-tiempo está
dado por la expresión
ds2 = gµνdxµdxν . (2.1)
Asumiremos un tensor métrico con signatura (−,+,+,+).
En un cambio de coordenadas xµ → xµ′ , las nuevas componentes de la métrica se obtienen usando las







Con una métrica asociada a la variedad espacio-tiempo se puede definir una derivada covariante asociada











α − · · · , (2.3)
(un término similar debe ser sumado por cada ı́ndice covariante o contravariante adicional), donde los
Γ son los śımbolos de Christoffel, que en el caso de la conexión métrica e imponiendo una condición de




gλα (∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν) . (2.4)
La curvatura del espacio-tiempo está caracterizada por el tensor de Riemann [28, 29], cuyas componentes
pueden ser expresadas en términos de los śımbolos de Christoffel de acuerdo a la expresión:











Hemos de aclarar que el tensor curvatura de Riemann se define para cualquier variedad en términos de
la conexión independientemente de la definición de un tensor métrico. La RG exige una métrica dado
que debe generalizarse el concepto de distancia espacio-temporal de la relatividad especial. En nuestras
definiciones hemos usado la convención espacial de Landau-Lifshitz [30], la cual es la misma usada por
[28]. Hay otras convenciones, donde se usa la otra signatura de la métrica o donde se define el tensor de
Riemann como el definido pero con un signo menos. Para ver los distintos tipos de convenciones remitimos
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al lector a [28]. En este texto se usarán estas convenciones.
Las Ecuaciones de Campo de Einstein (ECE) relacionan la geometŕıa del espacio-tiempo con su contenido
de materia. Estas ecuaciones son uno de los postulados de la Relatividad General y están basados en
la condición de que en condiciones no relativistas reproduzcan la mecánica newtoniana y la ecuación de
Poisson [31]. La geometŕıa aparece en las ecuaciones de campo a través del tensor de Ricci, definido por:
Rµν = Rσµσν , (2.6)
y el escalar curvatura, el cual es la traza del tensor de Ricci:
R = gµνRµν . (2.7)
La materia entra en las ecuaciones de campo v́ıa el tensor de momentum-enerǵıa, denotado por Tµν , cuya
componente tiempo-tiempo corresponde a la densidad de enerǵıa, las componentes tiempo-espacio a la
densidad de momentum y las componentes espacio-espacio al tensor de esfuerzo [30, 1]. Las ecuaciones de
campo se escriben, según la convención espacial de Landau-Lifshitz [30, 28]:
Gµν ≡ Rµν −
1
2
Rgµν = 8πGTµν , (2.8)
donde el tensor Gµν es llamado el tensor de Einstein. Puesto que, por construcción, el tensor de Einstein
satisface la identidad ∇µGµν = 0, cualquier tensor de momentum-enerǵıa en el lado derecho de la ecuación
de campo debe necesariamente satisfacer la relación
∇µTµν = 0, (2.9)
la cual puede ser interpretada como una generalización, en el contexto de espacio-tiempos curvos, de las
leyes de conservación para la enerǵıa y el momentum. Es curioso notar que por un lado tenemos una
identidad geométrica, ∇µGµν = 0, y por otro lado una ley de conservación f́ısica, ∇µTµν = 0.
Cuando Einstein dedujo sus ecuaciones descubrió que estas no permit́ıan una solución estática, por lo que
propuso modificarlas añadiendo una constante Λ, conocida como constante cosmológica, obteniéndose una
modificación de las ecuaciones de campo de Einstein (2.8). La adición de esta constante puede obtenerse
al agregar una constante al lagrangiano de materia, ya que las ecuaciones de campo de Einstein pueden












donde LM es el lagrangiano para la materia, el cual depende de algunas variables dinámicas, generalmente
denotadas por φ [33, 34]. La variación de esta acción con respecto a φ conduce a la ecuación de movimien-
to para la materia (δLM/δφ) = 0. Para ver el principio variacional en las teoŕıas alternativas f(R) de la
gravitación, con una discusión faltante en la literatura sobre los términos frontera, ver [35].
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conduce a nuevos interrogantes en la interpretación y el significado f́ısico de esta constante [36]. Se pueden
hacer dos interpretaciones: la primera interpretación, basada en la ecuación (2.11a), trata a Λ como el
corrimiento en el lagrangiano de materia lo que implica también un corrimiento en el hamiltoniano de
materia. Esto podŕıa pensarse como un corrimiento en la enerǵıa del punto cero del sistema. Se modifica
entonces el lado derecho de la Ecuación de campo de Einstein, considerando un nuevo tensor momentum-




Rgµν = 8πG(Tµν +Qµν), Qµν ≡ −
Λ
8πG
gµν ≡ −µΛgµν . (2.12)
En la segunda interpretación, la ecuación (2.11b) puede ser tratada como el campo gravitacional descrito
por el lagrangiano de la forma LG ∝ (1/G)(R − 2Λ), interactuando con la materia, cuya dinámica está
contenida en el lagrangiano de materia LM. En esta interpretación, la gravedad está representada por dos
constantes, la constante G de Newton y la constante cosmológica Λ. Se modifica el lado izquierdo de las




Rgµν + Λgµν = 8πGTµν . (2.13)
En esta interpretación, el espacio-tiempo es curvo aún en ausencia de materia (Tµν = 0) puesto que la
ecuación Rµν − 12Rgµν + Λgµν = 0 no admite como soluciones espacio-tiempos planos.
El movimiento de una part́ıcula es descrito por su trayectoria en el espacio-tiempo, xµ(λ), donde λ es un
parámetro. Una part́ıcula libre, i.e., una part́ıcula sobre la que no se ejerce fuerza alguna (otra diferente
de la gravedad), satisface la ecuación de la geodésica, la cual se escribe
V µ∇µV ν = 0, (2.14)
donde V µ = dxµ/dλ es el vector tangente a la trayectoria (note que la ecuación geodésica escrita en esta









La ecuación geodésica aplica para los siguientes dos casos:
Part́ıculas con masa, en cuyo caso usualmente se toma como parámetro λ el llamado tiempo propio
tal que el correspondiente vector tangente V µ está normalizado: gµνV µV ν = −1.
Part́ıculas sin masa, en particular el fotón, en cuyo caso el vector tangente, usualmente denotado
por kµ es nulo, i.e., gµνkµkν = 0.
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2.1. El modelo estándar de la cosmoloǵıa moderna
A continuación se presentan los fundamentos de la cosmoloǵıa moderna. Estos se siguen de las ECE in-
troducidas anteriormente y de algunas hipótesis concernientes a la estructura del espacio-tiempo y a su
contenido de materia. Una de las suposiciones esenciales de la cosmoloǵıa es considerar que el universo es
homogéneo e isotrópico espacialmente a gran escala. Esta afirmación se conoce como el principio cosmoló-
gico [1] y significa que las hipersuperficies son maximalmente simétricas, es decir, que como subvariedades
admiten el mayor número de vectores de Killing posibles [1] y por lo tanto el mayor número de simetŕıas
(para ver más detalladamente una introducción de la teoŕıa de hipersuperficies revisar la parte final del
caṕıtulo 3 o el libro de Poisson [37]).
Se puede probar que si una variedad es de dimensión n, el mayor número de vectores de Killing linealmente
independientes que puede admitir esta variedad es 12n(n+1) [31, 1] (ver caṕıtulo 13 del libro de Weinberg,
[1]). Por lo tanto, las hipersuperficies espaciales tienen asociadas, para el caso de la cosmoloǵıa estándar,
seis simetŕıas o seis vectores de Killing, tres asociadas a la isotroṕıa y tres a la homogeneidad [1], i. e.,
tres correspondientes a los tres tipos de rotaciones de ejes que puedo hacer en cualquier punto y tres
asociadas a las translaciones espaciales. Además, para una variedad de cualquier dimensión con simetŕıa
maximal se puede probar que la curvatura solo depende de un parámetro [1], el cual, para el caso del
modelo estándar, es una constante que determinará de manera única el tipo de geometŕıa del universo,
que puede ser euclidiana, hiperbólica o esférica [1, 28].
La hipótesis mencionada resulta ser muy restrictiva y las únicas métricas compatibles con este requeri-
miento se reducen a las llamadas métricas de Robertson-Walker [38, 1], las cuales se escriben en un sistema
coordenado apropiado como:






dθ2 + sen2 θ dφ2
)]
. (2.1.1)
Esta métrica se encuentra caracterizada por dos cantidades, el factor de escala S(t) y una constante k, la
cual caracteriza su curvatura espacial (esta puede asumir los valores 0, −1 y +1, dependiendo de la cur-
vatura de las hipersuperficies espaciales: localmente plano, localmente hiperbólico o localmente esférico,
respectivamente) y es la constante que, como mencionamos antes, caracteriza totalmente la curvatura del
espacio, dado que la simetŕıa maximal lo permite.
El contenido de materia compatible con las simetŕıas del espacio-tiempo de homogeneidad e isotroṕıa
necesariamente está descrito por un tensor de momentum-enerǵıa (en el mismo sistema de coordenadas
que la métrica definida en (2.1.1)) de la forma [1]:
Tµν = diag
(
−µ(t), p(t), p(t), p(t)
)
. (2.1.2)
La cantidad µ corresponde a una densidad de enerǵıa y p a una presión. Otras cosmoloǵıas también
pueden ser compatibles con el tensor momentum-enerǵıa de un fluido perfecto, como algunos modelos de
Bianchi. El modelo de fluido perfecto, por definición es isotrópico en el sistema coordenado de observadores
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comóviles. De esta manera, un fluido perfecto no es compatible con un tensor de presión anisotrópica,
el cual definimos en el caṕıtulo 3, y que tiene que ver con componentes espaciales cruzadas del tensor
Tµν , en este caso solo hay una presión isotrópica p(t). Este tensor de fluido perfecto tampoco admite flujo
de calor, pues las componentes espacio-temporales son nulas. Los modelos de Bianchi son compatibles
con fluidos más generales, por ejemplo, uno donde hay campos electromagnéticos cosmológicos, los cuales
necesariamente introducen una presión anisotrópica [39, 40].
2.1.1. Ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre
















Una consecuencia inmediata de estas dos ecuaciones es la ecuación de continuidad:
µ̇+ 3H(µ+ p) = 0. (2.1.1.4)
donde H ≡ ṠS es el parámetro de Hubble [28]. La ecuación de continuidad también puede ser obtenida
directamente de la conservación del momentum-enerǵıa ∇µTµν = 0, como se mencionó antes.
Con el fin de determinar la evolución cosmológica, es más fácil combinar (2.1.1.3a) con (2.1.1.4). Para
ello se asume una ecuación de estado para la materia cosmológica de la forma p = wµ, con w ≡ w(S) no
necesariamente constante. Con esta suposición, la ecuación de continuidad puede ser integrada para dar:


















Esta incluye los dos principales tipos de materia que desempeñan un papel muy importante en cosmoloǵıa,
gas de part́ıculas relativistas, con w = 13 y materia no relativista, con w ' 0.










donde, por convención, el sub́ındice ‘0’ representa cantidades presentes (µ0 = µ(S0)). Por tanto, se en-
cuentra que Ṡ2 ∝ S2−3(1+w), lo cual implica para la evolución del factor de escala:
en un universo dominado por materia no relativista (w = 0), S(t) ∝ t2/3,
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y en un universo dominado por radiación (w = 13 ), S(t) ∝ t
1/2.
Se puede hacer mención también a la constante cosmológica, la cual corresponde a una ecuación de estado
w = −1 y por tanto, implica una evolución exponencial para el factor de escala, S(t) ∝ exp(Ht).
2.1.2. Parámetros cosmológicos
A continuación se definirán los parámetros cosmológicos más importantes. El más conocido de estos es el




. Se puede escribir la constante de Hubble en unidades de km s−1 Mpc−1, el cual puede
ser usado para estimar el orden de magnitud para la edad y el tamaño presente del universo, mediante un
parámetro h:





El parámetro h tiene su valor dentro del rango 0.4 < h < 1, y en los últimos años se ha concluido por
las observaciones que h = 0.70, con un error del 4 %. Usando el parámetro de Hubble, se puede definir la
densidad de enerǵıa cŕıtica, la cual corresponde a la densidad de enerǵıa que debe tener el universo para












cuyo signo puede ser usado para determinar la curvatura espacial. Para universos cerrados (k = +1) se
tiene que Ω > 1, universos planos (k = 0) se tiene Ω = 1, y para universos abiertos (k = −1) se tiene Ω < 1.
Más generalmente, cuando varios tipos de materia coexisten cada uno de ellos con una ecuación de estado
de la forma pα = wαµα, resulta conveniente introducir los parámetros adimensionales Ωα para materia,



































los cuales expresan la tasa presente de la densidad de enerǵıa de las especies dadas con respecto a la
densidad de enerǵıa cŕıtica µcrit.
Las observaciones cosmológicas actuales permiten estimar los distintos parámetros cosmológicos como:
Materia bariónica: ΩB0 = ΩBlum + ΩBosc ≈ 0.05.
Materia oscura: ΩDM0 = ΩCDM0 + ΩHDM0 ≈ 0.25.
Enerǵıa oscura (compatible con una constante cosmológica): ΩDE0 ≡ ΩΛ0 ≈ 0.7.
Radiación: ΩR0 ≈ 5× 10−5.
Por lo tanto, se puede con toda seguridad, rechazar la contribución de part́ıculas relativistas a la densidad
total de enerǵıa hoy, i.e., ΩR ≈ 0, la cual está dominada por part́ıculas no-relativistas (bariones, materia
oscura o neutrinos masivos) y por una constante cosmológica. La tasa de expansión en términos de su




























donde Ωα0 es el parámetro densidad para la α-ésima componente (como radiación, materia, constante
cosmológica, curvatura o alguna otra forma de materia/enerǵıa) y wα(S) es la correspondiente ecuación
de estado, no necesariamente constante.
Una consecuencia interesante de estas definiciones es que con S = S0 y ΩR ≈ 0 por lo mencionado antes, se
obtiene una relación de consistencia entre los parámetros cosmológicos, la llamada regla de suma cósmica
[41]:
ΩM0 + ΩΛ0 + Ωκ0 = 1. (2.1.2.17)
Por lo que respecta a la segunda ecuación de Friedmann-Lemâıtre (véase la ecuación (2.1.1.3b)), se puede










El parámetro de desaceleración se puede escribir de otra manera teniendo presente los parámetros densidad






Ωα(1 + 3wα). (2.1.2.19)
La expansión uniforme corresponde a q = 0 y requiere una cancelación entre la materia y la enerǵıa de
vaćıo. Para dominio de materia se tiene q > 0, mientras que para dominio de enerǵıa de vaćıo, q < 0. La
densidad de radiación actual es despreciable pero, extrapolando hacia atrás, la radiación era dominante
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en el pasado, puesto que su escala de densidad de enerǵıa se comporta según µR ∝ S−4, en contraste con
la materia no relativista (µM ∝ S−3). Es más, el contenido de materia presente parece estar dominado
por la enerǵıa oscura similar a una constante cosmológica (wΛ = −1), y como consecuencia de esto, se
tiene que la expansión del universo en el presente se está acelerando.
CAPÍTULO 3
FORMALISMO 1+3 DE LA RELATIVIDAD GENERAL
En este caṕıtulo haremos un breve recuento de la formulación 1+3 de la relatividad general. Esto se puede
hacer debido a que la variedad (M, gαβ) es temporalmente orientable [43], [15], es decir, es posible definir
la noción de vectores dirigidos hacia el futuro y vectores dirigidos hacia el pasado.
Primero se definirán a partir de la cuadrivelocidad del fluido algunos tensores proyección. Luego se mos-
trarán cantidades cinemáticas en función de esta 4-velocidad, las cuales nos darán una idea de la simetŕıa
del espacio-tiempo, cantidades tales como el shear σαβ y la vorticidad ωαβ . Luego se muestra el tensor
momentum-enerǵıa Tαβ en terminos de la 4-velocidad. En seguida se define el tensor de Weyl, Cαβγδ,
que es la parte sin traza del tensor de Riemann, i. e., es la parte del tensor de Riemann que no viene
determinada por las ECE. Se verá luego que el tensor de Weyl se descompone en una parte eléctrica y
en una parte magnética, permitiendo esto descomponer el tensor de Riemann en cuatro partes: una parte
eléctrica de Weyl RαβE γδ, una parte magnética de Weyl R
αβ
H γδ y dos partes que dependen de la traza del
tensor de Riemann, el tensor de Ricci Rαβ , que a través de las ECE se descompone en una contribución
de fluido perfecto RαβP γδ y en una de fluido imperfecto R
αβ
I γδ.
A partir de las ECE y de algunas propiedades geométricas se obtienen tres conjuntos de ecuaciones de
evolución. El primer conjunto permite obtener la ecuación de Raychaudhuri, y la evolución para el shear
y la vorticidad. El segundo conjunto da las ecuaciones de conservación de Enerǵıa y de Momentum. El
tercer conjunto da la evolución de las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl. Este tercer conjunto
es análogo a las ecuaciones de la electrodinámica.
Por último se presentan nociones de la teoŕıa de hipersuperficies. Esto nos permite hablar del tensor de
Riemann, conexión y métrica inducida en una hipersuperficie de cualquier naturaleza, que en nuestro caso
luego usaremos para las hipersuperficies espaciales.
3.1. Cuadri-velocidad de materia promedio y cantidades cine-
máticas
En cada punto del espacio tiempo se puede definir un campo de 4-velocidades que representa el movi-
miento promedio de la materia, las lineas de mundo asociadas a este campo se denominan “observadores
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α = −1, (3.1.1)
donde τ es el tiempo propio medido por los observadores de las ĺıneas de mundo fundamentales.
Dado uα, se defininen dos tensores de proyección, que tienen las siguientes propiedades:






α = 1, Uαβu
β = uα, (3.1.2)






α = 3, hαβu
β = 0. (3.1.3)
El primer tensor proyecta a lo largo del vector 4-velocidad uα y el segundo determina las propiedades
métricas de las hipersuperficies espaciales ortogonales a la 4-velocidad uα. También se define el elemento
de volumen, que depende del tensor de Levi-Civita:
ηαβγ := uδηδαβγ ⇒ ηαβγ = η[αβγ], ηαβγuγ = 0, (3.1.4)
donde ηαβγδ es el elemento de volumen 4-dimensional, (ηαβγδ = η[αβγδ], η0123 =
√
|detgαβ |).
A partir de los tensores proyección se pueden definir dos derivadas adicionales: la derivada covariante
temporal a lo largo de las ĺıneas de mundo fundamentales, denotada por un punto y la derivada covariante
















Finalmente, usamos paréntesis angulares, 〈〉, para denotar proyecciones ortogonales de vectores y la parte
libre de traza simétrica proyectada ortogonalmente de tensores de segundo rango, definiendo de esta
manera:
ν〈α〉 := hαβν






Por conveniencia, los paréntesis angulares también se usan para denotar proyecciones ortogonales de
las derivadas covariantes temporales a lo largo de uα:
ν̇〈α〉 := hαβ ν̇






Ahora, descomponiendo la primera derivada covariante de uα en sus partes irreducibles, definidas por sus
propiedades de simetŕıa:
∇αuβ = −uαu̇β + ∇̃αuβ = −uαu̇β +
1
3
Θhαβ + σαβ + ωαβ , (3.1.9)
donde la traza Θ := ∇̃αuα es la rata de expansión volumétrica del fluido, la cual está directamente relacio-
nada con la constante de Hubble (H = Θ3 ); σαβ := ∇̃〈αuβ〉 es el tensor de shear, simétrico y libre de traza,
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σαβ = σ(αβ), σαβuβ = 0, σαα = 0, que describe la rata de distorsión del flujo de materia; y ωαβ := ∇̃[αuβ]
es el tensor de vorticidad, un tensor antisimétrico, (ωαβ = ω[αβ], ωαβuβ = 0), que describe la rotación de
la materia, con respecto a un marco no rotante con propagación de Fermi.
A partir de estas cantidades es directo definir unas cantidades auxiliares que serán de utilidad. Definimos




ηαβγωβγ ⇒ ωαuα = 0, ωαβωβ = 0, (3.1.10)








(σαβσαβ) ≥ 0, (3.1.12)






Θ = H. (3.1.13)
3.2. Tensor Momentum-Enerǵıa
El Tensor Momentum-Enerǵıa se puede descomponer con respecto a la cuadrivelocidad en:
Tαβ = µuαuβ + qαuβ + uαqβ + phαβ + παβ , (3.2.1)
donde µ = (Tαβuαuβ) es la densidad de enerǵıa relativista relativa a uα, qα = −Tβγuβhγα es la densidad
de momentum relativista, que también es el flujo de enerǵıa relativo a uα, p = 13 (Tαβh
αβ) es la presión




β〉 es el tensor de presión anisotrópica, el cual por definición es libre de traza.
Se tienen las siguientes propiedades:
qαu
α = 0, παα = 0, παβ = π(αβ), παβu
β = 0. (3.2.2)
La f́ısica viene a ser modelada por una ecuación de estado, que nos relaciona la presión p con la densidad
µ. Por ejemplo, es muy conocido el caso donde se imponen las restricciones:
qα = παβ = 0 ⇔ Tαβ = µuαuβ + phαβ , (3.2.3)
la cual caracteriza a un fluido perfecto, que en general tiene una ecuación de estado p = p(µ). Si aparte
de eso asumimos p = 0, tenemos el caso mas simple, mateŕıa libre de presión o materia oscura fŕıa.
3.3. El tensor de curvatura de Weyl





Por lo tanto, esta parte del tensor de curvatura de Riemann se puede determinar a partir de las ECE.
Queda una parte, que se llama el tensor de Weyl, que es precisamente la parte libre de traza del tensor
de Riemann:

















Se puede comprobar, a partir de la definición de este tensor, que este tiene traza nula,
Cαβαδ = 0. (3.3.6)
Este tensor guarda cierta analoǵıa con el tensor de Maxwell o tensor campo electromagnético Fαβ . Re-
cordemos que los campos eléctrico Eα y magnético Hα vienen dados en términos de este tensor:




βγ =∗ Fαβuβ = H〈α〉, (3.3.7)
donde ∗ denota el dual. La inversa de esta ecuación es:
Fαβ = 2u[αEβ] + εαβγHγ . (3.3.8)
Por las Ecuaciones de Maxwell, cuando hay un término fuente, el tensor Campo Electro-Magnético cumple
la siguiente relación:
∇βFαβ = jαe . (3.3.9)
El tensor campo electromagnético es antisimétrico, el tensor de Weyl tiene también algunas propiedades
de antisimetŕıa, gracias a estas propiedades, el tensor de Weyl cumple una ecuación similar a la ecuación
que cumple el tensor de Faraday, donde el término fuente en este caso es una expresión que depende del
tensor de Ricci y el escalar de Ricci:




La demostración de esta formula está en el Apéndice B.
Esta similitud nos permite ver con más claridad el porque se puede descomponer el tensor de Curvatura
de Weyl en una parte eléctrica Eαβ y en una parte magnética Hαβ , las cuales se definen como:









Estas satisfacen algunas identidades:
Eαα = 0, Eαβ = E(αβ), Eαβu
β = 0. (3.3.13)
Hαα = 0, Hαβ = H(αβ), Hαβu
β = 0. (3.3.14)
Estas representan el “campo gravitacional libre”, son las responsables de la acción gravitacional a distan-
cia, las fuerzas de marea y de la propagación de las ondas gravitacionales e influencian el movimiento
de la materia y de la radiación a través del desv́ıo geodésico. Como vemos, el tensor de Ricci viene dado
por la distribución de materia local, pero el tensor de Weyl es aquella parte de la curvatura que no viene
directamente dada por la distribución de materia (en realidad viene dado indirectamente por la ecuación
(3.3.10)). Este tensor es el responsable, por ejemplo, del efecto del lente gravitacional, que es una mani-
festación de la curvatura del Espacio-Tiempo, en un caso como el lente de Schwarzschild, ya que la luz
viaja por fuera de la distribución, lo que quiere decir que el tensor de Ricci y el escalar de Ricci son nulos,
por lo que solamente interactuan con la distribución de materia gracias al tensor de Weyl.
Como vemos, hay una analoǵıa, que aun no se entiende del todo, entre el electromagnetismo y la gravita-
ción. Es esto lo que nos permite hablar del fenómeno del Gravitoelectromagnetismo. Aunque la analoǵıa
es evidente, hay diferencias. Algunas de estas son [44]:
Las Ecuaciones de Maxwell son lineales mientras que las ECE no lo son.
Mientras la razón entre la masa gravitacional y la masa inercial es universal, lo mismo no aplica
para la razón entre la carga eléctrica y la masa inercial, i.e., no hay contraparte electromagnética
del principio de equivalencia.
El análogo gravitacional de la densidad de carga eléctrica ρe es ρm + Tαα, siendo ρm la densidad de
masa. En el caso de un fluido perfecto tenemos la correspondencia ρe ↔ ρm + 3p, lo cual muestra
que se puede ver la presión como una fuente de campo gravitacional.
En ambos casos, no hay monopolos magnéticos.
No hay análogo gravitacional de la ley de inducción de faraday.
Si hay una clara correspondencia en la contraparte gravitacional de la ley de Ampère.
Por último, cuando se analiza el movimiento relativo de dos geodésicas cercanas, se puede usar la EDG,
que es el tema de esta tesis. La aceleración relativa, como veremos más adelante, depende enteramente
del tensor de curvatura de Riemann, por lo tanto de las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl.
Para analizar la contraparte electromagnética, cuando analizamos el movimiento de dos part́ıculas, dado
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que no hay contraparte del principio de equivalencia debemos suponer que tienen la misma razón carga
sobre masa, la ecuación de desv́ıo de las ĺıneas de mundo viene dado por la derivada covariante del tensor
de Faraday [44]. Esta es otra razón para ver que la analoǵıa es muy fuerte. Sin embargo, este tema tan
interesante no es el objetivo de este trabajo, el lector interesado puede consultar bibliograf́ıa más especia-
lizada, [2], [44].
Teniendo en cuenta estas definiciones, es posible entonces descomponer el tensor de Riemann en cuatro
componentes. Dos partes que dependen del tensor de Ricci y dos que dependen del tensor de Weyl. El
tensor de Ricci se relaciona con el tensor Momentum-Enerǵıa a través de las ECE, hay una contribución
RαβP γδ que depende de las variables que aparecen en un fluido perfecto, tal como la presión isotrópica p,
la densidad de enerǵıa µ y la constante cosmológica Λ , mientras que hay otra contribución RαβI γδ, de las
variables que únicamente aparecen en un fluido imperfecto, tales como la presión anisotrópica παβ o la
densidad de momentum-relativista qα. En cuanto a la parte que depende del tensor de Weyl, hay una
parte RαβE γδ que depende de la parte eléctrica del tensor de Weyl y una parte R
αβ
H γδ que depende de la










































RαβH γδ = 2η
αβεu[γHδ]ε + 2ηγδεu[αHβ]ε. (3.3.19)
3.4. Las identidades de Ricci
El primer conjunto de ecuaciones surge de las Identidades de Ricci para el campo vectorial uα, i.e.
2∇[α∇β]uγ = R γαβ δu
δ. (3.4.1)
Al sustituir en (3.1.9), separando la parte ortogonal a uα en la traza, la parte simétrica libre de traza y
la parte antisimétrica, obtenemos tres ecuaciones de propagación y al considerar similarmente la parte
paralela, al separarla en la parte que depende de la traza, la parte simétrica libre de traza y la parte
antisimétrica, obtenemos tres ecuaciones de ligadura. Las tres ecuaciones de propagación son:
1. La Ecuación de Raychaudhuri :
Θ̇− ∇̃αũα = −
1
3
Θ2 + (u̇αu̇α)− 2σ2 + 2ω2 −
1
2
(µ+ 3p) + Λ, (3.4.2)
la cual es la ecuación básica de la atracción gravitacional. Podemos ver que una constante cosmológica
positiva actua como entidad de naturaleza repulsiva, contrario a la densidad de masa µ y la presión
p. Podemos ver, como hab́ıamos señalado en la subsección anterior, que podemos considerar a la
presión como una fuente de gravedad y considerar a (µ+3p) como una densidad de masa gravitacional
activa.
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2. La Ecuación de Propagación de la Vorticidad,
ω̇〈α〉 − 1
2





3. La Ecuación de Propagación de Shear
σ̇〈αβ〉 − ∇̃〈αu̇β〉 = −2
3







donde el término fuente de presión anisotrópica παβ se anula para un fluido perfecto; esta ecuación
muestra la estrecha relación entre el tensor eléctrico de Weyl y el tensor de Shear.
De estas ecuaciones solo mostramos como se deduce la primera en el Apéndice A. Las ecuaciones de
ligadura son:
1. La Ecuación 0α:
0 = (C1)α = ∇̃βσαβ −
2
3
∇̃αΘ + ηαβγ [∇̃βωγ + 2u̇βωγ ] + qα, (3.4.5)
lo cual nos muestra como el flujo de momentum, el cual es cero para un fluido perfecto, se relaciona
con la inhomogeneidad espacial de la expansión.
2. La Identidad de Divergencia de la Vorticidad,
0 = (C2) = ∇̃αωα − (u̇αωα). (3.4.6)
3. La Ecuación-Hαβ
0 = (C3)αβ = Hαβ + 2u̇〈αωβ〉 + ∇̃〈αωβ〉 − (curlσ)αβ , (3.4.7)
la cual caracteriza al tensor magnético de Weyl como una cantidad construida de la distorsión de la
vorticidad y del “curl” del shear, (curlσ)αβ = ηγδ〈α∇̃γσβ〉δ.
3.5. Las identidades de Bianchi dos veces contraidas y las ecua-
ciones de conservación
Las identidades de Bianchi se utilizaron en el Apéndice B para deducir la ecuación de propagación del
tensor de Weyl. Estas identidades se pueden escribir como:
Rλµνκ;η +Rλµην;κ +Rλµκη;ν = 0. (3.5.1)
Contrayendo λ con ν obtenemos:
Rµκ;η −Rµη;κ +Rνµκη;ν = 0. (3.5.2)
Si contraemos de nuevo, por ejemplo, κ con µ, obtenemos:
R;η −Rµη;µ −Rνη;ν = 0, (3.5.3)
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Esta ecuación, por medio de las ECE implica inmediatamente la ecuación de la conservación del Tensor
Momentum-Enerǵıa Tµν;ν = 0. Proyectando esta ecuación paralela y ortogonalmente a u
α, obtenemos las
siguientes dos ecuaciones de propagación:
µ̇+ ∇̃αqα = −Θ(µ+ p)− 2(µ̇αqα)− (σαβπβα), (3.5.6)
q̇〈α〉 + ∇̃αp+ ∇̃βπαβ = −
4
3
Θqα − σαβqβ − (µ+ p)u̇α − u̇βπαβ − ηαβγωβqγ . (3.5.7)
Para fluidos perfectos estas ecuaciones se reducen respectivamente a:
µ̇ = −Θ(µ+ p), (3.5.8)
que es la ecuación de conservación de la Enerǵıa y una ecuación de ligadura:
0 = ∇̃αp+ (µ+ p)u̇α, (3.5.9)
que es la ecuación de conservación del momentum.
3.6. Las otras identidades de Bianchi
El tercer conjunto de ecuaciones proviene de las identidades de Bianchi, que podemos escribir de manera
compacta como:
∇[αRβγ]δε = 0. (3.6.1)
A partir de estas identidades, contrayéndolas una vez, se obtiene la ecuación de propagación del tensor de
Weyl mostrada en el Apéndice B. Teniendo en cuenta la descomposición del tensor de Weyl en una parte
eléctrica y en una magnética, se obtienen dos ecuaciones de propagación, junto con dos ecuaciones de









































que es la ecuación-Ė [42] y:
Ḣ〈αβ〉 + (curlE)αβ − 1
2











que es la ecuación Ḣ y donde hemos definido los “curls” o rotacionales como:
(curlH)αβ = ηγδ〈α∇̃γHβ〉δ, (3.6.4)
(curlE)αβ = ηγδ〈α∇̃γEβ〉δ, (3.6.5)
(curlπ)αβ = ηγδ〈α∇̃γπβ〉δ. (3.6.6)
Estas ecuaciones son las responsables de la propagación de las ondas gravitacionales.
Las ecuaciones de ligadura son:

























que es la Ecuación Divergencia de E cuya fuente es el gradiente espacial de la Densidad de Enerǵıa, la cual
puede considerarse como un análogo vectorial de la Ecuación de Poisson Newtoniana [46], permitiendo
una acción de fuerza de marea a distancia. La otra ecuación de ligadura es:



















también conocida como la ecuación divergencia de H, cuya fuente es la vorticidad del fluido.
3.7. Hipersuperficies
Lo que se mostrará en esta última sección se basa en lo expuesto en el libro de Eric Poisson [37]. Dado
un espacio-tiempo que está asociado a una métrica gαβ , ¿cómo se puede definir una métrica inducida
tridimensional hab sobre una hipersuperficie en particular? Y dada esta métrica, ¿es posible definir una
derivada covariante sobre esta hipersuperficie, al igual que un tensor curvatura de Riemann? La respuesta,
como veremos, es que si.
La teoŕıa de hipersuperficies es muy importante en la cosmoloǵıa estándar ya que gracias a las propiedades
de simetŕıa de la métrica de FRW, se tienen hipersuperficies espaciales maximalmente simétricas [1] y se
distinguen tres casos: geometŕıa plana o euclidiana, geometŕıa hiperbólica y geometŕıa esférica. El modelo
de Bianchi I se reduce al modelo de geometŕıa eucĺıdea, lo cual quiere decir, cómo veremos, que el tensor
de Riemann triespacial se anula, Rabcd = 0.
3.7.1. Definición de Hipersuperficies
En una variedad espacio-tiempo 4-dimensional una hipersuperficie es una subvariedad 3-dimensional que
puede ser temporal, espacial o nula. Una hipersuperficie particular Σ se selecciona, por ejemplo, impo-
niendo una restricción en las coordenadas,
Φ(xα) = 0, (3.7.1.1)
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o dando ecuaciones paramétricas de la forma:
xα = xα(ya), (3.7.1.2)
donde ya (a = 1, 2, 3) son las coordenadas intŕınsecas a la hipersuperficie,. Por ejemplo, una 2-esfera en
un espacio tridimensional plano se describe por:
Φ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 −R2 = 0, (3.7.1.3)
donde R es el radio de la esfera; o podemos caracterizar la hipersuperficie por:
x = R sin θ cosφ, (3.7.1.4)
y = R sin θ sinφ, (3.7.1.5)
z = R cos θ, (3.7.1.6)
donde θ y φ son las coordenadas intŕınsecas.
3.7.2. Vector Normal
El vector Φ,α es normal a la hipersuperficie porque el valor de Φ solo cambia en la dirección ortogonal a
Σ. Un vector unitario normal nα se puede introducir si la hipersuperficie no es nula. Esta se define por:
nαnα = ε ≡
{
−1 si Σ es espacial,
+1 si Σ es temporal,
(3.7.2.7)






si la hipersuperficie es temporal o espacial.
Esta normal unitaria no está definida para un Σ nulo ya que gµνΦµΦν es igual a cero. En este caso se
escoge:
kα = −Φ,α. (3.7.2.9)
El signo se escoge de tal manera que kα es dirigida al futuro cuando Φ se incrementa hacia el futuro.
3.7.3. Métrica Inducida
La métrica intŕınseca a la hipersuperficie Σ se obtiene al restringir el elemento de linea a desplazamientos






son tangentes a las curvas de Σ (esto implica que eαanα = 0 en el caso no-nulo y e
α
akα = 0 en el caso



















es llamada la métrica inducida o primera forma fundamental. Esta es un escalar con respecto a transfor-
maciones de la forma xα −→ xα′ , ya que gαβ transforma dos veces contravariante pero eαae
β
b transforman
dos veces covariante; pero transforma como un tensor bajo transformaciones ya −→ ya′ de las coordenadas
de la hipersuperficie.
3.7.4. Campos Tensoriales Tangentes y Derivada Covariante Intŕınseca
Dada una hipersuperficie Σ puede haber campos tensoriales definidos solamente en Σ y que son puramente
tangentes a la hipersuperficie, por lo que admiten la descomposición:
Aαβ··· = Aab···eαae
β
b · · · . (3.7.4.15)
Ahora, restringiremos nuestra atención al caso de un campo vectorial tangente Aα, tal que:
Aα = Aaeαa, A
αnα = 0, Aa = Aαeαa. (3.7.4.16)





Veamos que esta derivada covariante está definida en la forma usual en términos de una conexión Γabc que



































= Aa,b − ΓcabAc, (3.7.4.18)
donde hemos definido:




Por lo tanto la ecuación (3.7.4.17) es:
Aa|b = Aa,b − ΓcabAc. (3.7.4.20)
Mostremos que si la condición de metricidad (gαβ;γ = 0) se cumple en la variedad original, entonces


















porque nαeαa = 0.
3.7.5. Curvatura Extŕınseca
La cantidad Aa|b = Aα;βeαae
β




b. La pregunta que sigue es

























































a − εAaKabnα (3.7.5.24)
y vemos que Aa|b representa la parte puramente tangencial del campo vectorial mientras que −εA
aKab
representa la componente normal entonces la componente normal se anula si y solo si la curvatura extŕın-
seca se anula.
Se define otro escalar:
K ≡ habKab = nα;α. (3.7.5.25)
Si una congruencia de geodésicas intersecta la hipersuperficie, si esta es convexa (K > 0) la congruencia
es divergente y si es cóncava (K < 0) la congruencia es convergente.
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3.7.6. Ecuaciones de Gauss-Codacci
Las hipersuperficies constituyen subvariedades con su propia métrica inducida hab y su asociada derivada







lo que conduce a la siguiente ecuación:
Rcdab = Γ
c
db,a − Γcda,b + ΓcmaΓmdb − ΓcmbΓmda. (3.7.6.27)
Es posible entonces relacionar el tensor de Riemann Rabcd de las hipersuperficies espaciales con el tensor







d −KacKbd +KadKbc. (3.7.6.28)










δRα′β′γ′δ′ − υαγυβδ + υαδυβγ , (3.7.6.29)
donde υαβ = ∇̃βuα es el tensor de flujo relativo entre dos observadores cercanos.
Usando las descomposiciones del tensor de Riemann y de uα;β es posible escribir el tensor de Riemann
espacial proyectado de la forma [14]:












(hαγπβδ + παγhβδ − hαδπβγ − παδhβγ)
− 1
3
Θ[hαγ(σβδ + ωβδ) + (σαγ + ωαγ)hβδ − hαδ(σβγ + ωβγ)− (σαδ + ωαδ)hβγ ]
− (σαγ + ωαγ)(σβδ + ωβδ) + (σαδ + ωαδ)(σβγ + ωβγ). (3.7.6.30)
Esto nos da una descomposición irreducible del tensor de Riemann proyectado. En analoǵıa a la variedad
espacio-tiempo, el tensor de Ricci proyectado y el escalar de Ricci se definen respectivamente por:
3Rαβ = hγδ 3Rαγβδ =3 R
γ
αγβ , (3.7.6.31)
3R = hαβ 3Rαβ . (3.7.6.32)
Las simetŕıas algebraicas de 3Rαβγδ están dadas por [14]:
3Rαβγδ =3 R[αβ][γδ] (3.7.6.33)
y
3Rαβγδ −3 Rγδαβ =−
2
3
Θ(hαγωβδ + ωαγhβδ − hαδωβγ − ωαδhβγ)
− 2(σαγωβδ + ωαγσβδ − σαδωβγ − ωαδσβγ). (3.7.6.34)
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Se sigue de arriba que 3Rαβγδ =3 Rγδαβ en ausencia de vorticidad, en cuyo caso el tensor espacial de
Riemann posee todas las simetŕıas de su contraparte 4-dimensional.




























Θ2 + σ2 − ω2 + Λ
)
. (3.7.6.36)
Para el caso de un universo FLRW el tensor de Riemann espacial se puede escribir aśı:






donde k es una constante, 0, 1 o −1.
CAPÍTULO 4
UNIVERSOS DE FLRW Y RELACIONES
OBSERVACIONALES
El modelo estándar de la cosmoloǵıa se basa en el principio Copernicano, es decir, que el Espacio-Tiempo
es homogéneo e isotrópico en todo punto [15], [1], [2]. El asumir un Espacio-Tiempo de este estilo implica
que el fluido de Materia-Enerǵıa debe ser un fluido perfecto [1], es decir:
παβ = 0, (4.1)
qα = 0. (4.2)
Por otro lado, tenemos que la métrica de RW es conformalmente plana, es decir, que el tensor de Weyl es
igual a cero [1], [15]. Esta métrica también tiene shear y vorticidad nulas [2], [42]. Tenemos entonces:
0 = u̇α = σαβ = ωα ⇔ 0 = Eαβ = Hαβ ⇒ 0 = Xα = Zα = ∇̃αp (4.3)
donde Xα ≡ ∇̃αµ, Zα ≡ ∇̃αΘ. El primer conjunto de ecuaciones nos muestra que las cantidades cinemá-
ticas son localmente isotrópicas, el segundo que estos universos son conformalmente planos y el tercero
nos dice que la isotroṕıa local en cada punto implica homogeneidad [1], [42]. Estas implicaciones siguen
de asumir un universo barotrópico, p = p(µ).
4.1. Coordenadas y Métrica
En coordenadas comóviles la métrica toma la forma:
ds2 = −dt2 + S2(t)(dr2 + f2(r)dΩ2), uα = δα0 (4.1.1)
donde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2, uα = −∇αt, y ṠS =
1
3Θ, caracterizando a S(t) como el factor de escala
para las distancias entre cualquier par de observadores fundamentales. Como podemos ver, este factor de
escala solo depende del tiempo cósmico por lo que la expansión de materia es isotrópica. La función f(r)
toma tres posibles valores dependiendo del valor de la constante k:
f(r) =

sin r k = +1,
r k = 0,





Las Ecuaciones que gobiernan la dinámica de este modelo son la ecuación (3.5.8), la ecuación de Ray-







(µ+ 3p) = 0, (4.2.1)
y la ecuación de Friedmann que se sigue de la relación de Gauss-Codacci:






Cualesquiera dos de estas ecuaciones implica la tercera, siempre y cuando Ṡ 6= 0.
4.3. Observaciones
Las observaciones astronómicas están basadas en la radiación que viaja a través del Espacio-Tiempo y
que llegan a nosotros a través de geodésicas nulas. En el caso del universo de FLRW es posible escoger
geodésicas radiales, por lo que para estas geodésicas ds2 = dθ = dφ = 0, por lo que se sigue que 0 =
















donde el término Ṡ(t) ha de encontrarse usando la ecuación de Friedmann (4.2.2).
4.3.1. Redshift
Vamos a considerar un pulso de luz que se emite en E y llega a O. Definimos 1 + zc, siendo zc el redshift
cosmológico, como la razón entre la longitud de onda medida por el observador O, λO y la longitud de
onda emitida en E, λE . Dado que la longitud de onda es inversamente proporcional al peŕıodo entonces:







Podemos interpretar el peŕıodo ∆T como el tiempo entre cresta y cresta de la onda de luz. La distancia
propia comóvil, tal como la definimos en la ecuación (4.3.1), no depende del tiempo cosmológico, es decir,
dos observadores comóviles siempre estarán separados por la misma distancia propia comóvil r, es decir
que las galaxias tipicas tienen coordenadas (r, θ, φ) constantes. Por lo tanto, consideremos primero una
cresta que sale de la fuente en el tiempo cósmico tE y llega al observador en el tiempo cosmológico t0.
Ahora, otra cresta que sale en el tiempo tE +∆TE y llega al observador en el tiempo t0 +∆T0 atravesando











































Igualando estas dos expresiones, vemos que el primer término de la derecha de (4.3.1.4) se anula con el










Ahora, teniendo en cuenta que los peŕıodos de las señales de luz son tan cortos que el factor de escala


















Como es de esperarse por la isotroṕıa espacial el redshift cosmológico solo depende del tiempo cosmo-
lógico desde el cual se emite la señal de luz y no de la dirección desde la cual se observa. Cuando se
considera un universo anisotrópico el redshift depende directamente de la dirección en la cual se observe,
pues no todas las direcciones son equivalentes [47], [48], [49]. Como pudimos ver, el redshift es un efecto
de dilatación temporal, esto implica que es acromático, es decir, es independiente de la frecuencia de la
onda emitida. Otra implicación es que el ancho de cualquier banda de frecuencia emitida dνE es alterada
proporcionalmente al redshift cuando esta alcanza al observador, esto es, el ancho de la banda observada
es dν0 = (1 + z)dνE .
Recordemos que este es solamente el redshift cosmológico. Ninguna galaxia esta sola, interactua gravi-
tacionalmente con otras galaxias y está ubicada en un cúmulo o cluster de galaxias, por lo que estos
efectos gravitacionales locales ocasionados por estas inhomogeneidades aseguran movimientos peculiares
que tienen una contribución importante, dependiendo del caso, al redshift total que es medido.
4.3.2. Áreas
La segunda magnitud importante en las observaciones astronómicas es el tamaño aparente. Consideremos
rayos de luz convergiendo a un observador en un tiempo t0 y en un ángulo sólido dΩ = sin θdθdφ. En el
tiempo tE estos rayos forman un área dA = S2(tE)f2(r)dΩ que es ortogonal a los rayos de luz, donde
r esta dado por la ecuación (4.3.1). De esta manera definimos la distancia área observador r0(z), por la
relación de área estándar, encontramos:
dA = r20dΩ → r20 = S2(tE)f2(r) (4.3.2.9)
Dado que estos modelos son isotrópicos alrededor de cada punto, cosa que no sucede en los modelos de
Bianchi, esta misma distancia relaciona el ángulo observado α correspondiente a una longitud de escala l
ortogonal a los rayos de luz:
l = r0α (4.3.2.10)
30
Se puede entonces calcular r0 a partir de esta formula junto con la ecuación (4.3.1) y la ecuación de
Friedmann, o a partir de la Ecuación de Desv́ıo Geodésico (ver Apéndice C) para obtener para una mezcla
no interactuante de materia y radiación:
r0(z) =
1
H0q0(q0 + β − 1)
[




donde β representa la razón materia a radiación: (1 − β)µm0 = 2βµr0 y q0 es el parámetro de desacele-
ración actual, definido por la ecuación (2.1.2.18). La relación estándar de Mattig para materia libre de
presión se obtiene cuando β = 1 [42] y la correspondiente para el dominio de radiación resulta para β = 0.
Podemos ver que una propiedad importante de esta magnitud r0 es que no es una función monotonamente
creciente con el aumento del redshift cosmológico. Hay un redshift z∗ para el cual la distancia área alcanza
un máximo y luego decrece para mayores z; de igual manera el tamaño aparente de un objeto de tamaño
fijo alcanza un mı́nimo en ese punto y luego se incrementa conforme el objeto se mueve mas allá [50].
Para ver esto en un caso espećıfico, consideremos el ejemplo mas simple, el universo Einstein-de Sitter con
p = Λ = k = 0. Encontramos entonces:










1 + z − 1), (4.3.2.12)
El reenfocamiento, el cual encontramos al hacer de esta expresión un máximo, es decir, al derivar e igualar
a cero, se produce para un redshift z∗ = 5/4 [51]. Esto quiere decir que objetos mas lejanos para nosotros
tendrán el mismo tamaño aparente que el de objetos mucho mas cercanos. Por ejemplo, un objeto a un
redshift z1 = 1023, que es aproximadamente en la superficie de última dispersión, aparecerá con el mismo
tamaño angular de un objeto de idéntico tamaño que está a un redshift z2 = 0.0019.
4.3.3. Luminosidad y Teorema de Reciprocidad
Definimos la distancia área galaxia rG de la misma manera que r0, pero suponiendo ahora congruencias de
geodésicas que salen del observador O y llegan a la fuente. La expresión matemática para esta distancia
es exactamente la misma que la dada por la definición (4.3.2.9), excepto que los tiempos tE y t0 se
intercambian. Usando la ecuación (4.3.1.8) se puede obtener el siguiente resultado [?]:
Teorema de Reciprocidad: La distancia área observador y la distancia área galaxia son iguales salvo







Esto es válido para cualquier espacio-tiempo que cumpla con los postulados de la Teoŕıa de la Relativi-
dad General. Se puede ver que es una consecuencia de la primera integral estándar de la EDG [52], [16],
ver también caṕıtulo 6. Como se ve en ese caṕıtulo, esa integral se obtiene como consecuencia de que el
espacio-tiempo está libre de torsión, es decir, como se vió en el caṕıtulo 2, la conexión es simétrica en los
dos ı́ndices inferiores. Por lo tanto esta relación también es válida para los modelos de Bianchi [42]. Pero
en universos con torsión no nula esta primera integral ya no se puede derivar de la EDG ya que aparece
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un término adicional al tensor de Riemann, que depende de la torsión, que hace que la ecuación pierda la
simetŕıa que permit́ıa la integración [53]. Esto puede tener importantes consecuencias observacionales.
Ahora, de la conservación de fotones, el flujo de luminosidad recibido de la fuente de luminosidad L en el









con r dado por (4.3.1) y los factores (1 + z) que provienen del redshift de los fotones y la dilatación











Nosotros medimos en una banda de longitud de onda muy limitada y no en todas las longitudes de
onda. Además los aparatos de observación astronómica miden la intensidad espećıfica (radiación recibida
por unidad de ángulo sólido) en cada punto de cada imagen en vez de medir la luminosidad total de
la fuente. Teniendo en cuenta estas consideraciones tenemos que si el espectro fuente es IνE , i.e., una
fracción IνEdνE de la radiación de la fuente que es emitida en el rango de frecuencia dνE , por lo tanto, la




I(ν(1 + z))dν (4.3.4.16)
donde BE es el brillo superficial del objeto emisor. La distancia área r0(z) se ha cancelado debido al
teorema de reciprocidad. Esto nos dice que la intensidad aparente de la radiación detectada en cada direc-
ción es independiente de la distancia área y depende solo del redshift de la fuente, el espectro y el brillo
superficial. Junto con la distancia diametral angular (4.3.2.10) esta cantidad determina lo que actualmente
es medido por un detector[54].
CAPÍTULO 5
ECUACIÓN DE DESVÍO GEODÉSICO
La Ecuación de Desv́ıo Geodésico fue publicada en primer lugar por Levi-Civita en 1925 [55] y da la segunda




= −RαβµυV βηµV ν .
Aqúı, ηα es el vector infinitesimal que conecta las geodésicas,




es el vector tangente a la geodésica básica y Rαµνδ es el tensor de curvatura de Riemann. Esta ecuación




+Ky = 0, (5.2)
donde σ es el arco de la geodésica base y K[σ] es la curvatura gaussiana de la superficie.
Para derivar la Ecuación de Desv́ıo Geodésico se asumen las siguientes suposiciones [2]:







donde τ y σ son parámetros af́ınes de las correspondientes curvas geodésicas.
2. La ley de correspondencia entre los puntos de las dos geodésicas, esto es, la definición del vector
conexión ηα[τ ], es tal que, si dτ es un arco infinitesimal en la geodésica 1 y dσ el arco en la geodésica 2
correspondiente a los vectores conexión ηα[τ ] y ηα[τ + dτ ], entonces:
dσ
dτ







3. Las geodésicas son infinitesimalmente cercanas en una vecindad U:
xα2 [σ] = x
α
1 [τ ] + η
α[τ ], (5.7)
donde el cambio relativo en la curvatura es pequeño:∣∣∣∣R,α ηαR
∣∣∣∣ << 1, (5.8)
y R−2 es aproximadamente la magnitud t́ıpica de las componentes del tensor de Riemann.
4. La diferencia entre los vectores tangentes a las dos geodésicas es infinitesimalmente pequeña en la
vecindad U:∣∣∣∣ ||δV α||||V α||
∣∣∣∣ << 1, (5.9)
donde δV α ≡ V α2 [σ]− V α1 [τ ].
5. La Ecuación de Desv́ıo Geodésico se halla despreciando términos mayores que el primer orden en ηα y
en δV α. Además, por simplicidad, el vector conexión ηα es aquel que conecta los puntos de igual longitud
de arco s en las dos geodésicas, entonces dτ = dσ = ds y s satisface:
V α1 [s]V1α[s] = −1, (5.10)
V α2 [s]V2α[s] = −1. (5.11)









y sean xα2 = x
α
1 + η









La conexión af́ın a primer orden se puede escribir
Γαβγ(x
α



































































































El término del primer paréntesis se anula debido a la ecuación geodésica 5.12. Los dos términos del segundo
paréntesis se pueden escribir en un solo término, debido a la simetŕıa de la conexión (véase que esto no es
cierto para una teoŕıa con torsión diferente de cero; (en el Apéndice D se muestra la EDG generalizada















Esta ecuación es posible escribirla de manera más compacta acudiendo al concepto de derivada covariante
a lo largo de una curva.
5.1. Derivada covariante a lo largo de una curva
Se considera un campo vectorial Aµ definido sobre una curva cuyo parámetro af́ın es ν. Al igual que como




































































































































Debido a que V α es el vector tangente a la curva geodésica, esto es, la derivada covariante de V α a lo
largo de la misma curva del vector tangente es nula, δV
µ
δν = 0, podemos utilizar:
V σ,ρV








σV ρAγ + ΓµσγV
σAγ,ρV
ρ




















De esta manera, si consideramos a ηµ como el campo vectorial Aµ, reemplazando el valor de la derivada






















































Dado que Γµβγ = Γ
µ




σV γ − ηγV σ]V β − ΓµβγΓ
β
νρ[η




σV γV β + Γµβγ,ση
γV σV β − ΓµβγΓ
β
νρη
γV νV ρ + ΓµβγΓ
β
νρη
νV ρV γ (5.1.13)
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Cambiando en el segundo término γ por σ y σ por γ, en el tercero, ρ por β, ν por γ, γ por σ y β por ν y




σV γV β + Γµβσ,γη
σV γV β − ΓµνσΓνγβησV γV β + ΓµνγΓνσβησV γV β
δ2ηµ
δν2






σβ − ΓµνσΓνγβ ]ησV γV β (5.1.14)






Este procedimiento se basó en las deducciones de Weinberg [1] y de Castañeda [57].
CAPÍTULO 6
ECUACIÓN DE DESVÍO GEODÉSICO EN FLRW
Este caṕıtulo se basa fundamentalmente en [16]. Primero se demuestra un resultado muy importante que
se presenta en dicha referencia, la primera integral. Esta primera integral nos permite deducir unas impor-
tantes consecuencias a nivel observacional y cosmológico, como es por ejemplo el teorema de reciprocidad
nula [58]. Luego veremos el tensor de Riemann para FLRW expresado en términos de la densidad de ener-
ǵıa, la presión y la constante cosmológica y presentaremos por completez la EDG triespacial, la cual solo
dependerá del escalar de curvatura. Luego, presentaremos una propiedad muy importante que cumplen los
vectores desviación en universos homogéneos, en la sección titulada Espacio Pantalla. Esta propiedad será
de utilidad para después hallar la expresión de la EDG en FLRW, también conocida como la ecuación de
Pirani [16], [59]. Analizaremos luego la EDG para el caso de una geodésica temporal, especialmente para
el caso de un observador fundamental o un observador comóvil. Luego analizaremos el caso de las geodé-
sicas nulas, un resultado importante relacionado con esta sección se deja para un Apéndice, la relación de
Mattig. Se obtiene el teorema de reciprocidad nula y se analizan sus consecuencias.
6.1. Primera Integral
Para seguir la notación de [16] consideramos el campo vectorial tangente normalizado de la geodésica V α,










= V β∇βV α, (6.1.3)
donde ε = +1, 0,−1 si las geodésicas son espaciales, nulas o temporales, respectivamente, y donde la
última de estas tres ecuaciones nos asegura que V es un campo vectorial geodésico. Ahora, recordemos la
expresión que obtuvimos de la EDG:
δ2ηα
δν2
= −RαβγδV βηγV δ, (6.1.4)
donde V α es el campo vectorial geodésico. Esta expresión se obtuvo a partir de la ecuación de la geodésica,
de la definición del tensor de Riemann en términos de la conexión y de considerar que el espacio-tiempo
no admite torsión, es decir, que los términos de conexión son simétricos en los dos ı́ndices inferiores [31],
[2], [28] . En caso de que se considere la torsión, aparece otro término que depende de esta y con el cual
no podŕıamos continuar con el siguiente procedimiento y no podŕıamos obtener la primera integral de la
EDG [53], lo cual tiene importantes consecuencias observacionales. La EDG generalizada con torsión se
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presenta en el Apéndice D. La literatura es amplia en cuanto al tema de la torsión, tanto en la formulación
de teoŕıas con torsión como en propuestas de tests experimentales para corrobarlas [60], [61], [62], [63],
[64], [65], [66], [67], [68], [69].
La primera integral nos relaciona basicamente los vectores desviación ηα1 , η
α
2 de dos geodésicas que com-





















































































































= RαβγδV βV δ(ηα2 η
γ
1 )−RαβγδV βV δ(ηα1 η
γ
2 )
= RαβγδV βV δ(ηα2 η
γ
1 )−RγδαβV βV δ(ηα1 η
γ
2 )
= RαβγδV βV δ(ηα2 η
γ



























Esta ecuación es válida para cualquier modelo cosmológico que supone válida la Relatividad General,
la cual es una teoŕıa de la gravitación donde la torsión es nula y se cumple la condición de metricidad,
∇γgαβ = 0 [60]. Por consiguiente, esta identidad es válida tanto para los modelos de Bianchi como para
los modelos FLRW. Esto tiene consecuencias cosmológicas y observacionales, pues como veremos al final
de este caṕıtulo, la validez de esta primera integral implica la validez del teorema de reciprocidad [58],
[42], [?].
6.2. Tensor de Curvatura de Riemann y EDG triespacial




(Rαγgβδ −Rαδgβγ +Rβδgαγ −Rβγgαδ)−
1
6
R(gαγgβδ − gαδgβγ). (6.2.1)
De las ECE podemos determinar Rαβ en términos del tensor de materia Tαβ :
Rαβ = Tαβ +
1
2
Rgαβ − Λgαβ . (6.2.2)
Multiplicando por gαβ :
R = gαβRαβ = gαβTαβ +
1
2
Rgαβgαβ − Λgαβgαβ .
Simplificando:
R = −T + 4Λ (6.2.3)
Cuando la materia toma la forma de un fluido perfecto, que es el caso de FLRW:
Tαβ = (µ+ p)uαuβ + pgαβ (6.2.4)
Multiplicando de igual manera que en el caso anterior, por gαβ para obtener T = gαβTαβ :
T = (µ+ p)gαβuαuβ + pgαβgαβ ,
T = 3p− µ. (6.2.5)
La expresión para el tensor de Ricci es:
Rαβ = (µ+ p)uαuβ + pgαβ +
1
2
(µ− 3p+ 4Λ)gαβ − Λgαβ ,
Rαβ = (µ+ p)uαuβ +
1
2
(µ− p+ 2Λ)gαβ . (6.2.6)
































(µ− p+ 2Λ)gβγgαδ −
1
6










(µ− p+ 2Λ)gαγgβδ −
1
2
(µ− p+ 2Λ)gαδgβγ −
1
6








(3µ− 3p+ 6Λ− µ+ 3p− 4Λ)gαγgβδ +
1
6















(µ+ p)[gαγuβuδ − gαδuβuγ + gβδuαuγ − gβγuαuδ] +
1
3
(µ+ Λ)[gαγgβδ − gαδgβγ ].






















(µ+ p)[(VδV δ)uαuγ − Vγuα(uδV δ)] +
1
3









(µ+ Λ)[εgαγ − VαVγ ].





(µ+ Λ)[εgαγ − VαVγ ] +
1
2
(µ+ p)[(uβV β)2gαγ − 2(Vβuβ)u(αVγ) + εuαuγ ]. (6.2.7)
Ahora, recordemos que al considerar la ecuación de Gauss-Codazzi [37], [14], que nos da el tensor de
Riemann 3Rαβγδ de la hipersuperficie espacial, para el caso de la métrica de Robertson-Walker, esta se
convierte en:
3Rαβγδ = (Rαβγδ)⊥ −
1
9









































































δ − hναhβµhµγhνδ]. (6.2.11)




= hγα + (gµεhεγuµuα),
= hγα + hεγ(gµεuµ)uα,






(µ+ Λ)[hαγhβδ − hαδhβγ ]. (6.2.12)
Aśı, podemos escribir la ecuación (6.2.8) como:
3Rαβγδ = K(t)(hαγhβδ − hαδhβγ), (6.2.13)
















βV δ = K(t)[hαγhβδV βV δ − hαδhβγV βV δ] (6.2.15)
Tengamos en cuenta que:
hβδV
β = (gβδ + uβuδ)V β = Vδ + uδ(uβV β). (6.2.16)
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Si suponemos que uβV β = 0, entonces hβδV β = Vδ, por lo tanto :
hβδV
βV δ = VδV δ = ε. (6.2.17)
Aśı, el factor K(t) determina el término fuente de la EDG triespacial:
3RαβγδV
βV δ = K(t)(εhαγ − VαVγ) (6.2.18)
6.3. El Espacio Pantalla
Por definición los campos vectoriales η y V conmutan. Se muestra primero una consecuencia importante
de este hecho, que después permitirá obtener un importante teorema, mostrado en esta misma sección. Si
η y V conmutan:
[η,V] = ηα∂α(V β∂β)− V α∂α(ηβ∂β) = 0. (6.3.1)
Por un lado tenemos:
∇αV β = ∂αV β + ΓβγαV γ , (6.3.2)
∇αηβ = ∂αηβ + Γβγαηγ . (6.3.3)
Aśı:
ηα∇α(V β∂β) = ηα∂αV β∂β + ηαΓβγαV γ∂β + ηαV βΓσαβ∂σ, (6.3.4)
V α∇α(ηβ∂β) = V α∂αηβ∂β + V αΓβγαηγ∂β + ηαV βΓσαβ∂σ. (6.3.5)
Restando estos dos términos:
ηα∇α(V β∂β)− V α∇α(ηβ∂β) =[ηα∂α(V β∂β)− V α∂α(ηβ∂β)]
+ [Γβγαη
αV γ∂β − ΓβγαηγV α∂β ]. (6.3.6)
El primer término se anula por la ecuación (6.3.1) y el segundo por el hecho de que los ı́ndices γ y α son
mudos y no hay torsión, por lo tanto:




= V β∇βηα = ηβ∇βV α. (6.3.8)












= V αgαγηβ∇βV γ = 0. (6.3.9)
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Por consiguiente, a lo largo de las geodésicas:
(ηαV α) = const. (6.3.10)
Para simplificar las ecuaciones relevantes, las escogemos siempre ortogonales:
ηαV
α = 0. (6.3.11)
Cuando V α no es paralelo a uα, el vector ηα está en el espacio pantalla de uα (esto es, la 2-superficie
tipo espacio ortogonal a ambos vectores uα y V α) si, adicionalmente a ηαV α = 0, ηα también está en
el triespacio en reposo de uα, esto es: (ηαuα) = 0. Podemos escoger esta condición inicialmente; ¿se





(ηαuα) = V β∇β(ηαuα)
= V β(∇βηα)uα + V βηα(∇βuα) (6.3.12)
Gracias a que η y V conmutan se cumple (6.3.8) y:
δ(ηαuα)
δν
= ηβ(∇βV α)uα + V βηα(∇βuα)




Pero recordemos que el primer término lo podemos escribir como:








(ηαuα) = ηβ∇β(V αuα) +
1
3
Θhαβ(ηαV β − ηβV α)




Dado que hαβ es simétrico, el segundo término se anula y:
δ
δν
(ηαuα) = ηβ∇β(Vαuα) (6.3.16)
la cual será cero si ηβ∇β(Vαuα) = 0 y esto es verdad para las congruencias que estamos considerando.
Si esta condición se sigue cumpliendo a lo largo de las curvas integrales de uα, confirma su preservación.
Veamos entonces que esto se cumple, primero, partiendo de la identidad (6.3.8) [16]:
V βηα;β = η
βV α;β (6.3.17)
Tomando derivadas covariantes a ambos lados:
(V βηα;β);γ = (η
βV α;β);γ (6.3.18)
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Multiplicando por uαuγ :
0 = uα[uγ(∇γV β)(∇βηα) + V βuγ∇γ∇βηα − uγ(∇γηβ)(∇βV α)− ηβuγ∇γ∇βV α] (6.3.20)
Ahora consideramos la siguiente expresión:
V β∇β(ηαuα)− ηβ∇β(Vαuα). (6.3.21)
Usando la regla de Leibnitz:
V β∇β(ηαuα)− ηβ∇β(Vαuα) =V βηα(∇βuα) + V βuα(∇βηα)− ηβuα(∇βV α)− ηβV α(∇βuα)
=(V βuα(∇βηα)− ηβuα(∇βV α)) + (V βηα(∇βuα)− ηβV α(∇βuα))
(6.3.22)
Consideramos la derivada covariante de esta expresión a lo largo de las curvas integrales de uα:
[V β∇β(ηαuα)− ηβ∇β(Vαuα)]· = uγ∇γ [V β∇β(ηαuα)− ηβ∇β(Vαuα)] (6.3.23)
Ahora, consideramos la derivada covariante a lo largo de u para la primera expresión en paréntesis:
[V βuα(∇βηα)− uαηβ(∇βV α)]· :=uγ∇γ [V βuα(∇βηα)− uαηβ(∇βV α)]
=uγuα(∇γV β)(∇βηα) + uγ(∇γuα)V β(∇βηα)
+ uγV βuα(∇γ∇βηα)− uγ(∇γuα)ηβ(∇βV α)
− uγuα(∇γηβ)(∇βV α)− uγuαηβ(∇γ∇βV α).
En los términos 2 y 4 podemos utilizar la ecuación descomposición de ∇αuβ . Los términos 1, 3, 5 y 6 se
anulan gracias a (6.3.20). De esta forma:
[V βuα(∇βηα)− uαηβ(∇βV α)]· :=
1
3
Θhαγuγ [V βηα;β − ηβV α;β ],
[V βuα(∇βηα)− uαηβ(∇βV α)]· =
2
3
Θhαγuγ [V [βηα]];β ,
[V βuα(∇βηα)− uαηβ(∇βV α)]· = 0. (6.3.24)
Por otro lado, gracias a la descomposición de ∇αuβ :




De esta forma, con ayuda de la ecuación (6.3.20) hemos podido demostrar que:
[V β∇β(ηαuα)− ηβ∇β(Vαuα)]· =
2
3
Θhαβ(V [βηα]) = 0. (6.3.26)
La cual se anula debido a que hαβ es simétrico en sus ı́ndices. Aśı, la solución a estas ecuaciones es:
(ηαuα) = 0, (6.3.27)
(ηαV α) = 0, (6.3.28)
Dα(Vβuβ) = 0. (6.3.29)
Esto garantiza que si η es en un punto de la curva ortogonal a u, lo seguirá siendo a lo largo de toda la
curva. Esto permitirá hallar la ecuación de desv́ıo geodésico para la métrica de FLRW, donde aparece el
término fuerza [59].
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6.4. Ecuación de Pirani






(µ+ Λ)[εgαγ − VαVγ ] +
1
2
(µ+ p)[(uβV β)2gαγ − 2(Vβuβ)u(αVγ) + εuαuγ ]
Subiendo el primer ı́ndice del tensor de Riemann:
RαβγδV














(µ+ Λ)(εδαγ − V αVγ) +
1
2
(µ+ p)[(Vβuβ)2δαγ − (Vβuβ)uαVγ − (Vβuβ)V αuγ ] (6.4.1)











− (Vβuβ)uα(Vγηγ)− (Vβuβ)V α(uγηγ)] (6.4.2)
Haciendo uso de (6.3.27) obtenemos finalmente [16]:
RαβγδV







donde E = −Vαuα. Esta es conocida en la literatura como la ecuación de Pirani. En este caso no se consi-
deraron los efectos de Shear y Vorticidad que puede tener un fluido más general que el considerado en la
cosmoloǵıa estándar. Para considerar estos efectos, hay que considerar en la ecuación de desv́ıo geodésico
un tensor de Weyl no nulo, el cual es el objetivo de este trabajo.
Notemos que este término fuerza es proporcional al mismo ηα, i.e., de acuerdo con la EDG (6.4.3) solo
la magnitud η cambia a lo largo de la geodésica, mientras que su orientación espacial permanece fija.
Consecuentemente la EDG (6.4.3) se reducirá simplemente a una relación diferencial para la cantidad
escalar η. Esto refleja la isotroṕıa espacial del tensor de curvatura de Riemann alrededor de cada punto
en la presente situación.
6.5. EDG para observadores temporales
6.5.1. EDG para observadores fundamentales
En este caso, el campo vectorial geodésico V α es el campo vectorial de la cuadrivelocidad del fluido uα.
El parámetro af́ın coincide con el tiempo propio del observador fundamental, i.e., ν = t. Como estas son
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geodésicas temporales, ε = −1 y dado que los campos vectoriales están normalizados, E = 1 y de la





















Si el vector desviación es ηα = leα, la isotroṕıa implica que:
δeα
δt
= uβ∇βeα = 0. (6.5.1.3)
Tenemos además que eαeα = 1, eαuα = 0. Con base en esto, según (6.5.1.2) y la EDG:
δ2ηα
δt2




























































Esta es la ecuación de Raychaudhuri [16]. Con esta ecuación se pueden obtener unas famosas relaciones
de Friedmann, las cuales obtendremos en las siguientes subsecciones. Analizaremos el caso de geodésicas
comóviles y geodésicas no comóviles.
6.5.2. Materia Comóvil
Para mateŕıa comóvil V α = uα ⇒ |E0| = 1 ⇒ |E| = 1 para toda la familia de geodésicas. Pongamos
entonces l = S, siendo S el factor de escala (seguimos considerando la aproximación de geodésicas muy
cercanas, lo cual no debe entrar en conflicto con el hecho de introducir el factor de escala que es un factor






(µ+ 3p)S − 1
3
ΛS = 0. (6.5.2.7)


















Usando la ecuación de conservación de la densidad de materia, la cual se obtiene a partir de la ecuación







































= −(µ+ 3p)S dS
dt
. (6.5.2.11)
































S2 = 0. (6.5.2.13)






















ΛS2 = −k (6.5.2.15)










Λ = − k
S2
= −K, (6.5.2.16)
identificando K como la constante de curvatura de las trisuperficies espaciales (t = const.), Vemos que po-
demos recobrar las ecuaciones dinámicas estándares de los modelos de FLRW a partir de la EDG. Cuando
K no sea cero, podemos reescalar el escalar de curvatura S(t) de tal manera que la cantidad adimensional
k puede ser normalizada a ±1.
Continuando con nuestro análisis, si consideramos una mezcla no interactuante tanto de materia como de
radiación, tenemos para la densidad de enerǵıa y para la presión:










































Y factorizando H20 :
H20 (Ωm0 + Ωr0 + ΩΛ0 − 1) = K0. (6.5.2.23)
























Ωm0 + Ωr0 + ΩΛ0 '
1
2
Ωm0 − ΩΛ0 (6.5.2.25)
6.5.3. Materia no comóvil
Para materia test distribuida isotrópicamente que se mueve con otras 4-velocidades alrededor de los ob-
servadores fundamentales, i.e., V α 6= uα ⇒ |E0| > 1, excepto para la curva geodésica central de la
congruencia donde V α coincide con uα, necesitamos obtener otras soluciones para la EDG para las curvas
temporales evaluadas a lo largo de esta linea de mundo central (donde de nuevo el tiempo propio t es el
mismo parámetro af́ın ν y los vectores desviación tienen orientación radial).
Hay dos formas de obtener las soluciones. Una es especificando completamente la fuente de materia en
las ecuaciones de la discusión previa en el caso de materia comóvil, resolver estas ecuaciones para obtener
el término fuente en la EDG (6.5.1.6) y luego resolver la EDG para obtener su solución general, con dos
constantes arbitrarias. La otra es usando la primera integral la cual nos relaciona diferentes soluciones de
la EDG. Mostramos el primer procedimiento a continuación.
En el caso del universo de de-Sitter tenemos que µ = p = 0, Λ 6= 0 (o equivalentemente (µ + p = 0) ⇒









y la solución es:
l(t) =
{
C1 cosh(αt) + C2 sinh(αt) Λ > 0,





3 y C1 y C2 constantes de integración que son de la misma dimensión de l(t). Esto muestra
la desviación para geodésicas temporales arbitrarias en los casos de de-Sitter y anti-de-Sitter (Λ > 0 y
Λ < 0 respectivamente).




















ΛS4 = −kS2. (6.5.3.29)












































Aśı, despejando S dSdt =
dS







ΛS4 − kS2 + S30H20 Ωm0S + S40H20 Ωr0 (6.5.3.33)
Esta ecuación puede ser fácilmente resuelta cuando Λ = 0 para algún valor dado del parámetro de curva-
tura espacial k.






























































































































































donde S = S(τ) y dSdτ es determinado por la ecuación (6.5.3.33).
Si consideramos el modelo Einstein-de-Sitter, donde Λ = 0, k = 0, Ωr0 = 0, Ωm0 = 1. En tiempo conforme



























l = 0. (6.5.3.44)
La solución general que se propone [16] es de la forma:
l(τ) = Cτα. (6.5.3.45)
Se obtiene una ecuación indicial de la forma:
Cτα−2[α(α− 1)− 2α+ 2] = 0. (6.5.3.46)
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Solucionando para α encontramos que los valores posibles que puede tomar solo son 2 y 1, por lo que la
solución mas general es de la forma:
l(τ) = C1τ + C2τ2, (6.5.3.47)
donde las constantes C1 y C2 tienen la dimensión de l(τ).
Ahora, analizemos un momento los resultados que acabamos de obtener. Como vemos, la magnitud del
vector desviación es lo único que cambia, no la dirección, como ya se obtuvo de la ecuación de Pirani;
esto se ve tanto en el universo de de-Sitter (6.5.3.27) como en el universo Einstein-de-Sitter (6.5.3.47). El
vector desviación para el observador no-comóvil tiene un comportamiento parecido al del factor de escala.
Por ejemplo, en el caso del universo de de-Sitter, (6.5.3.27), caso Λ > 0, el vector desviación tiene un
comportamiento exponencial, similar al del factor de escala; en el caso del universo Anti-de-Sitter (Λ < 0,
(6.5.3.27)), el vector desviación tiene un comportamiento sinusoidal, por lo que puede darse la ocasión en
que las geodésicas se cruzan, ya que el vector desviación puede volverse nulo en un momento determinado.
Lo mismo puede pasar con el caso del Universo Einstein-de-Sitter, (6.5.3.47), ya que las constantes C1
y C2 pueden determinar un tiempo para el cual este vector desviación se anule. Este comportamiento se
puede esperar del universo Anti-de-Sitter, ya que podemos ver que algo similar sucede en un universo
con constante de curvatura positiva, pero no seŕıa algo de esperarse del universo Einstein de Sitter. Este
universo corresponde a un universo dominado por materia. El factor de escala es creciente, aunque no
crece aceleradamente.
Por último, vemos que en el caso del universo de de-Sitter el vector desviación crece exponencialmente
y no hay posibilidad de que se anule en algún tiempo posterior, salvo el caso en que sea nulo desde el
principio.
6.6. Obtención del teorema de reciprocidad a partir de la pri-
mera integral
La relación de la primera integral se puede investigar para el caso de rayos nulos. Consideremos geodésicas
nulas que divergen de una fuente S y llegan a un observador O, con vector desviación η1 y rayos nulos
que divergen de la fuente S y llegan al observador O, con vector desviación η2. La primera integral está
expresada en términos del parámetro af́ın ν, pero expresémosla ahora en términos de la magnitud l definida
por dl := Sdr. Para encontrar la relación entre dr y dν, consideremos una geodésica radial de la siguiente
manera:
V α := Euα + Peα (6.6.1)
donde eα = S−1(∂r)α = S−1δα1, eαe
α = 1, eαuα = 0. Para una geodésica radial nula tenemos además:
dt
dν



















































|S(1 + z), (6.6.7)
donde los términos dηdl son los ángulos subtendidos por los pares de rayos nulos y corresponden a los









encontramos el famoso teorema de reciprocidad nula para los modelos de FLRW:
rS = r0(1 + z). (6.6.10)
Esta establece la equivalencia, salvo los factores redshift, de la distancia área y la distancia de luminosidad
y el hecho de que la intensidad de radiación medida es independiente de la distancia área, dependiendo solo
del redshift. Estas caracteŕısticas son fundamentales en los análisis de observaciones de distintas fuentes
y medidas de la Radiación Cósmica de Fondo.
Esta relación la obtuvimos para el caso de FLRW, pero es en general válida para cualquier espacio-tiempo
en el cual se cumpla la primera integral [42, 4].
CAPÍTULO 7
COSMOLOGÍAS DE BIANCHI Y ANOMALÍA DEL
CUADRUPOLO
7.1. Clasificación de los modelos de Bianchi
La homogeneidad e isotroṕıa de los modelos cosmológicos están directamente relacionados con las simetŕıas
intŕınsecas de la variedad, que tienen que ver con la dimensión del espacio vectorial de los vectores de
Killing, los cuales cumplen la ecuación de Killing:
LKg = 0, (7.1.1)
donde L significa la derivada de Lie con respecto al vector de Killing K del tensor métrico g. El modelo
de FLRW tiene la propiedad de que tiene subespacios de dimensión 3 (las hipersuperficies espaciales)
con el mayor número de simetŕıas posibles, es decir, el mayor número de vectores de Killing linealmente
independientes. Como el E-T es una variedad de dimensión 4, tiene 6 vectores de Killing asociados. Los
modelos cosmológicos de Bianchi por ser homogéneos tienen vectores de Killing asociados a dicha simetŕıa,
pero como no son isotrópicos, tienen menos vectores de killing que el modelo de FLRW. Sin embargo, en
cualquier caso, dadas las propiedades de la derivada de Lie, los vectores de Killing cumplen la relación:
[Ka,Kb] = CcabKc, (7.1.2)
donde las Ccab son conocidas como las constantes de estructura. Los modelos de Bianchi se clasifican
entonces de acuerdo al tipo de constantes de estructura que los caracterizen. Se puede mostrar que las
constantes de estructura dependen en definitiva de 4 parámetros: a, n1, n2 y n3. La identidad de Jacobi
impone la condición an1 = 0, por lo que a = 0 o n1 = 0 o ambos son nulos. Esto se debe a que si definimos





donde ε̄abc es el tensor del Levi-Civita, entonces Aab se puede escribir como una descomposición de su
parte simétrica N (ab) y su parte antisimétrica:
Aab ≡ N (ab) + ε̄abcAc. (7.1.4)
La identidad de Jacobi se reduce entonces a:
N (db)Ab = 0. (7.1.5)
La base del espacio vectorial de Killing se puede escoger de tal manera que N (ab) sea una matriz diagonal,
N (ab) = diag(n1, n2, n3) y que las componentes de Ac sean A1 = a, A2 = A3 = 0 [15]. De esta manera,
an1 = 0, lo cual permite hacer la siguiente clasificación de los modelos de Bianchi:
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Clase Tipo a n1 n2 n3
A I 0 0 0 0
II 0 1 0 0
V I0 0 0 1 -1
V II0 0 0 1 1
VIII 0 1 1 -1
IX 0 1 1 1
B V 1 0 0 0
IV 1 0 0 1
III 1 0 1 -1
V Ih
√
−h 6= 0 0 1 -1
V IIh
√
h 6= 0 0 1 1
Tabla 1. Clasificación de los modelos de Bianchi.
Como podemos ver, surge la clase A y la clase B de los de Bianchi. Además, los modelos de Bianchi pueden
ser ortogonales o no ortogonales(tilted o non-tilted). Los llamados ortogonales son aquellos modelos donde
las ĺıneas de mundo de las part́ıculas son ortogonales a las hipersuperficies espaciales del E-T, es decir, la
cuadrivelocidad del fluido no tiene una componente espacial. Las componentes no-ortogonales en cambio
si cumplen esta propiedad. El ejemplo más sencillo para ilustrar cuando el fluido no es ortogonal es cuando
hay vorticidad, es decir, cuando hay cierta componente de rotación en las part́ıculas que conforman el
fluido.






Usando la base que diagonaliza N (ab) esta identidad se reduce a:
a2 = hn2n3, (7.1.7)
por lo que h está bien definido si y solo śı n2n3 6= 0 en los modelos de clase B. Démonos cuenta que h < 0
en los modelos de tipo V Ih y h > 0 en los modelos de tipo V IIh.
Como vemos, los modelos de Bianchi son una generalización del modelo de Robertson-Walker, que hasta
el momento es el que mas ha tenido aceptación dentro de la comunidad cient́ıfica. Solo algunos tipos de
cosmoloǵıas de Bianchi contienen a la métrica de R-W como un caso especial o caso ĺımite. La tipo I la
tiene para el caso de curvatura nula (k = 0), la V II0 para k = 0, la IX para k = +1, la V para k = −1 y
la V IIh para k = −1. El resto no contiene a R-W como un caso particular. Y dado que las observaciones
de conteo de galaxias y Radiación Cósmica de Fondo sostienen a R-W(hay controversia ultimamente [70],
[71], [72]), es importante considerar primero estas cosmoloǵıas que contienen a R-W. Las que no contienen
a R-W se vuelven altamente anisotrópicas en tiempos posteriores.
Sin embargo, surge la pregunta de por qué el Universo es tan altamente isotrópico, pregunta que se in-
tentan responder Hawking y Collins en [73]. Es posible preguntarse si en el principio el Universo era
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anisotrópico y luego las anisotroṕıas decayeron con la evolución temporal del E-T. ¿Bajo que condiciones
se cumple esto? Hawking y Collins demuestran que la isotroṕıa de R-W es inestable bajo perturbaciones
homogéneas y anisotrópicas. Por lo tanto, solo hay un conjunto pequeño de condiciones iniciales que dan
un universo isotrópico hasta los momentos actuales [73]. Por ejemplo, en [6] Misner consideró los efectos de
la viscosidad del neutrino en atenuar la anisotroṕıa de un modelo simple de Bianchi tipo I. Sin embargo,
otros autores señalaron que esto era posible solo si la anisotroṕıa inicial era pequeña [74], [75].
En [73] se asume la condición de Enerǵıa dominante (T 00 ≥ |Tαβ |), la cual es satisfecha por todas las
formas conocidas de materia en cualquier tétrada ortonormal. También se asume el criterio de presión
positiva, que establece que la suma de las presiones principales Tkk es no negativa. Bajo estas suposiciones,
el teorema 1 de [73] se demuestra en dicha referencia. Este teorema establece:
Teorema 1. Si la condición de Enerǵıa dominante y el criterio de presión positiva se satisfacen, el universo
puede aproximarse a la isotroṕıa si y solo si el E-T es una cosmoloǵıa de Bianchi de los tipos I, V , V II0
o V IIh.
7.2. Ecuaciones de la dinámica del Modelo Cosmológico de Bian-
chi I
Consideramos la siguiente métrica que describe la cosmoloǵıa de Bianchi tipo I [76], [77] [78]:
ds2 = −dt2 + a(t)2dx2 + b(t)2dy2 + c(t)2dz2. (7.2.1)
Esta cosmoloǵıa se reduce a la de RW para k = 0 en el caso especial a(t) = b(t) = c(t). Si definimos






(µ− p) + 3Λ. (7.2.2)









(µ− p) + Λ. (7.2.3)
Las ecuaciones de evolución permiten hallar una primera integral y es posible obtener una expresión para
































donde D1, D2, D3,Σ1,Σ2 y Σ3 son constantes que cumplen D1D2D3 = 1, Σ1 + Σ2 + Σ3 = 0.
La manipulación de las ECE nos permite obtener la expresión (15.1.8), que dada la ecuación de estado
del fluido, nos permite obtener τ(t). Si obtenemos una expresión anaĺıtica para τ podemos obtener los
factores de escala a(t), b(t) y c(t). Es por esta razón que consideramos el caso más simple, Λ = 0. Más
adelante veremos la influencia de estos factores de escala en la Ecuación de Desv́ıo Geodésico.
Utilizamos la ley de conservación del tensor momentum-enerǵıa para µ = 0:
Tµν;ν = 0. (7.2.7)
Al introducir la métrica de la cosmoloǵıa de Bianchi I en el programa GRTensor, el cual es de acceso
gratuito en la red, obtenemos las siguientes componentes de la conexión que son no nulas:

































































(µ+ p) . (7.2.8)
De la anterior ecuación y de (15.1.8) podemos obtener una primera integral (Apéndice E):
τ̇2 = 3(µ+ Λ)τ2 + C1, (7.2.9)















Por lo tanto, de la ecuación (15.1.34) del Apéndice E obtenemos:




Este es el conjunto de ecuaciones de evolución que obtenemos a partir de las ECE. Examinando con
más cuidado, se pueden relacionar estas ecuaciones directamente con las ecuaciones obtenidas a partir del
formalismo 1+3 de la Relatividad General. Por ejemplo, la primera ecuación, que tiene segundas derivadas
de los factores de escala proviene de la ecuación de Raychaudhuri. La ecuación (15.1.34) del Apéndice
E nos da una constante de integración C1. El significado f́ısico de esta constante no es claro, pero una
comparación con las ecuaciones del formalismo 1+3 nos indica que tiene que ver con la enerǵıa asociada al
shear [79]. Para ver como relacionamos esta constante con el shear, veamos primero la ecuación de Gauss-
Codacci para el modelo de Bianchi I. El tensor y el escalar de Ricci tri-espaciales, escritos en términos de
las variables definidas en el caṕıtulo 3 vienen dados por:







Θ2 + 2σ2 + 2Λ
]
,
3R = 2µ− 2
3
Θ2 + 2σ2 + 2Λ.
La última es una ecuación de Friedmann generalizada.
La cuadriaceleración es nula y la curvatura espacial del modelo de Bianchi I es cero, lo que quiere decir
que también el tensor de Ricci y el escalar de Ricci espaciales son nulos. Del hecho de que el escalar de
Ricci es nulo, la ecuación para el tensor de Ricci se reduce a:
3Rαβ = −σ̇αβ −Θσαβ + παβ = 0. (7.2.12)
Esta es una ecuación de evolución para el tensor de Shear. Si se considera un fluido perfecto παβ = 0; a
partir de la ecuación resultante, parece que Ellis y van Elst en [42] y Tsagas, Challinor y Maartens en [17]






Σ̇αβ = 0, S = 3
√
τ(t).
Sin embargo, advertimos que la derivada covariante temporal, definida en (3.1.5), no es una derivada
parcial ordinaria sino, como su nombre lo indica, una derivada covariante, que incluye términos de la
conexión, por lo que no es tan inmediato integrar de ese modo esta ecuación, como también al parecer lo
hacen [80]. Dada la definición de derivada covariante y usando los términos obtenidos de la conexión, la
ecuación de evolución del tensor shear es en realidad tres ecuaciones de evolución para las componentes


























De estas ecuaciones, no es inmediato obtener la forma funcional del tensor σαβ pero si lo podemos obtener
a partir de la definición. Dado que estamos suponiendo un modelo ortogonal, la cuadrivelocidad del fluido
no tiene componentes espaciales, la cuadrivelocidad la asumimos u = (1, 0, 0, 0), y las componentes del













donde las constantes Σ1,Σ2 y Σ3 son las mismas constantes que mencionamos antes que desempeñan el
rol de evolución en los factores de escala. Es fácil comprobar que estos tensores de shear satisfacen la







































por lo que comprobamos que el shear satisface esta ecuación de evolución.









2Σ2 ≡ Σ21 + Σ22 + Σ23. (7.2.21)
Si asumimos un fluido perfecto con una ecuación de estado de la forma:
p = (γ − 1)µ, γ̇ = 0 −→ µ = M
S3γ
, Ṁ = 0, (7.2.22)











Cuando volvemos al caso de FLRW obtenemos que S(t) ∝ t2/3 para el caso de dominio de materia y
S(t) ∝ t1/3 para el caso de dominio de radiación.
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Figura 7.1: Evolución de los factores de escala para el caso Σ1 = 0, Σ2 = −Σ3 = 0.05.
7.3. Evolución cosmológica del modelo Bianchi I con dominio de
materia
Cuando suponemos un dominio de materia (γ = 0) el factor de escala en función del tiempo cosmológico








Como vemos, cuando Σ = 0 el factor de escala reproduce el comportamiento de FLRW cuando hay















Aśı, con estas expresiones anaĺıticas es posible obtener también expresiones anaĺıticas para los factores de
escala a(t), b(t) y c(t). Graficamos los factores de escala para tres casos:
1. Σ1 = 0, Σ2 = −Σ3 = 0.05.
2. Σ1 = Σ2 = −0.05, Σ3 = 0.1.
3. Σ1 = Σ2 = 0.05, Σ3 = −0.1.
El comportamiento de los factores de escala en los distintos escenarios cosmológicos se ilustra en las figuras
7.1, 7.2 y 7.3. Como puede apreciarse en estas figuras, cuando consideramos el ĺımite t −→ 0, S(t) −→ 0
podemos distinguir dos tipos de singularidad: la singularidad tipo “cigarro”, que es el caso 1 y 2, y la
singularidad tipo “pancake”, que es el caso 3. En el primer caso, un factor de escala tiende a infinito,
mientras los otros dos tienden a cero. En el segundo caso, solo un factor de escala tiende a cero.
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Figura 7.2: Evolución de los factores de escala para el caso Σ1 = Σ2 = −0.05, Σ3 = 0.1. En este caso
a(t) = b(t).
Figura 7.3: Evolución de los factores de escala para el caso Σ1 = Σ2 = 0.05, Σ3 = −0.1. En este caso
a(t) = b(t).
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Figura 7.4: Evolución de las componentes del shear para el caso Σ1 = 0, Σ2 = −Σ3 = 0.05.
Figura 7.5: Evolución de las componentes del shear para el caso Σ1 = Σ2 = −0.05, Σ3 = 0.1. En este caso
a(t) = b(t).
El comportamiento de las componentes del Shear se muestra en las gráficas 7.4, 7.5 y 7.6. Puede verse que
el tensor de shear tiende a cero, sin embargo este no es un indicador real de la isotropización del modelo,






De todas maneras el shear no es el único tensor que determina el grado de anisotroṕıa del modelo cosmo-
lógico. Un tensor de shear pequeño comparado con el parámetro de Hubble no significa que el tensor de
Weyl lo sea. Como puede verse de la ecuación de evolución para el shear, el tensor eléctrico de Weyl no





Se puede hablar entonces cuando un modelo es “casi” FRW, cuando estos dos parámetros son mucho
menores que 1 [3], [70]:
Σ2 << 1, W2 << 1. (7.3.5)
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Figura 7.6: Evolución de las componentes del shear para el caso Σ1 = Σ2 = 0.05, Σ3 = −0.1. En este caso
a(t) = b(t).
Figura 7.7: Evolución de los parámetros de anisotroṕıa para el caso Σ1 = 0, Σ2 = −Σ3 = 0.05.
Podemos estudiar entonces su tendencia a la isotroṕıa al estudiar el comportamiento de los dos parámetros
anteriormente definidos. Por ejemplo, como se señala en [70], se pénsaba que el modelo de Bianchi VII0
no ortogonal con dominio de polvo se isotropizaba en el sentido Σ −→ 0. Sin embargo, el otro parámetro
no lo hace, W tiende a un valor constante W0 que depende de las condiciones iniciales [70].
Podemos ver el comportamiento de estos parámetros para nuestro caso en las figuras 7.7, 7.8 y 7.9.
Vemos que en los tres casos los parámetros tienden a la isotroṕıa, los dos parámetros van disminuyendo de
valor a medida que transcurre el tiempo cosmológico. En el primer caso, dado que Σ1 = 0, la componente
σxx = 0. Sin embargo, la componente Exx no es cero. De hecho, puede mostrarse que las componentes del
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Figura 7.8: Evolución de los parámetros de anisotroṕıa para el caso Σ1 = Σ2 = −0.05, Σ3 = 0.1. En este
caso a(t) = b(t).
Figura 7.9: Evolución de los parámetros de anisotroṕıa para el caso Σ1 = Σ2 = 0.05, Σ3 = −0.1. En este
caso a(t) = b(t).
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Figura 7.10: Evolución de las componentes del tensor eléctrico de Weyl para el caso Σ1 = 0, Σ2 = −Σ3 =
0.05.
Figura 7.11: Evolución de las componentes del tensor eléctrico de Weyl para el caso Σ1 = Σ2 =
−0.05, Σ3 = 0.1. En este caso a(t) = b(t).
tensor eléctrico de Weyl evolucionan de acuerdo con:
Exx = Σ1HẆ +
1
3
[Σ 22 + Σ
2
3 − 2Σ 21 ]W 2, (7.3.6)
Eyy = Σ2HẆ +
1
3
[Σ 21 + Σ
2
3 − 2Σ 22 ]W 2, (7.3.7)
Ezz = Σ3HẆ +
1
3
[Σ 22 + Σ
2
1 − 2Σ 23 ]W 2, (7.3.8)
lo cual evidencia claramente que hay una contribución de todas las componentes del tensor del shear a
cada componente del tensor eléctrico de Weyl. Mostramos su evolución en las figuras 7.10, 7.11 y 7.12.
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Figura 7.12: Evolución de las componentes del tensor eléctrico de Weyl para el caso Σ1 = Σ2 = 0.05, Σ3 =
−0.1. En este caso a(t) = b(t).
CAPÍTULO 8
UNIVERSO ELIPSOIDAL Y ANOMALÍA DE LA
RADIACIÓN CÓSMICA DE FONDO
Parece improbable que los campos magnéticos a gran escala hubiesen podido sobrevivir a una época de
inflación pero en cambio si es concebible que se hubiese podido generar al final de dicha era o en subse-
cuentes transiciones de fase [81], [82], [83].
Las galaxias espirales t́ıpicamente tienen campos magnéticos del orden de unos pocos µG sobre el plano
de su disco. Determinar si el origen de los campos magnéticos galácticos y de cúmulos es primordial o
de recombinación es una tarea dif́ıcil dado que la fuerte amplificación borra cualquier traza de la historia
de su pasado. En contraste los efectos magnéticos en la Radiación Cósmica de Fondo (CMB) pueden
darnos más información sobre estas fases tempranas. Observaciones directas tales como los mapas de alta
resolución de rotación de Faraday y el estudio de rayos cósmicos pueden ayudar al respecto [84]. Se sabe
además que las abundancias de los elementos ponen cota a la magnitud de un campo primordial en época
de nucleośıntesis [85]. Ĺımites mas fuertes sobre el campo magnético primordial provienen de las aniso-
troṕıas del CMB dado que el campo distorsiona los picos acústicos e induce una rotación de Faraday en
la polarización [86], [87].
Las fluctuaciones de temperatura del CMB se observan en el nivel de ∆T/T ∼ 10−5. Los datos de alta
resolución dados por “Wilkinson Microwave Anisotropy Probe”(WMAP) confirmaron que los datos de
anisotroṕıa del CMB están de acuerdo con las predicciones del modelo inflacionario más simple.
Sin embargo, a grandes escalas angulares aparecen algunas caracteŕısticas anómalas. La discrepancia mas
importante está en el bajo valor del cuadrupolo [9]. Este bajo valor ha sido reportado tanto por los datos
de COBE como por los WMAP en el 2003 WMAP [88], [10], [89] y en el 2006 WMAP3 [5], [90]. En los
últimos años esta anomaĺıa ha sido sometida a un intenso estudio y varias posibilidades han sido sugeridas
para entender este valor tan bajo como la topoloǵıa no trivial de la geometŕıa del Universo a gran escala
[91], [92], [93], entre otras posibilidades [94], [95], [96], [97]. Existen incluso otras anomaĺıas [98], [12], [99],
pero nos enfocaremos en la del bajo valor del cuadrupolo.
Universos con simetŕıa axial pueden explicar este fenómeno [13]. El mecanismo más factible f́ısicamente
que podŕıa explicar la existencia de un universo con simetŕıa axial es un campo magnético. Estos campos
magnéticos afectan la estructura a gran escala y la expansión del universo. Diferentes mecanismos f́ısicos
podŕıan explicar estos campos magnéticos cosmológicos [100], [101], [102].
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8.1. Caracter cuadrupolar del Modelo de Bianchi I y ley de
Redshift
El modelo de Bianchi I, cuando se considera cercano a FRW, se puede tratar como una perturbación del
modelo estándar con geometŕıa espacial plana. Esta perturbación tiene una contribución al cuadrupolo de
la radiación cósmica de fondo [19], [20], [13], [17]. Esta caracteŕıstica se encuentra también en el modelo
de Bianchi VII0 y IX, mientras que el modelo tipo V tiene un patrón de mancha caliente [19], [20].
La principal dificultad para encontrar la distribución de temperatura en modelos cosmológicos anisotró-
picos radica en resolver las ecuaciones de las geodésicas nulas, las cuales solo se pueden integrar anaĺı-
ticamente en el caso de Bianchi I. En los otros casos solo se han podido obtener soluciones excepto por
aproximaciones [103] o considerando pequeñas desviaciones del modelo de Friedmann [104].
Para solucionar la ecuación geodésica en el modelo de Bianchi I introducimos un vector nulo V =
(V 0, V x, V y, V z) tangente al rayo de luz en xµ = (t, x, y, z). Como hab́ıamos supuesto anteriormente,
V está normalizado, de tal manera que en xµ = (t0, 0, 0, 0), con xµ la cuadriposición del observador,
V = (1, sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). Aqúı θ y φ son los ángulos que definen la dirección en la cual un
observador en (t0, 0, 0, 0) mide la temperatura de la RCF. La radiación proviene de la superficie de últi-
ma dispersión correspondiente al tiempo cosmológico tdec. La distribución de temperatura medida por el
observador está dada por:
T (θ, φ, t0) =
Tdec
V o(θ, φ, tdec)
, (8.1.1)
con Tdec = T (tdec) la temperatura de desacople. V 0(θ, φ, tdec) se puede obtener a partir de la solución de
las ecuaciones geodésicas [19], [20]. Usando las componentes de la conexión que obtuvimos para el modelo

























V o2 − a2V x2 − b2V y2 − c2V z2. (8.1.5)
















sin2 θ cos2 φ
a2(t)
+






Por lo tanto, la distribución de temperatura es[20]:
T (θ, φ, t0) = Tdec
[
sin2 θ cos2 φ
a2(tdec)
+







La ley de redshift generalizada es [20]:
1 + z =
√
sin2 θ cos2 φ
a2(t)
+






Considerando desviaciones pequeñas de FRW en el dominio de materia (Σ <<
√
M Apéndice E):












f(θ, φ,Σi) = Σ1 sin2 θ cos2 φ+ Σ2 sin2 θ sin2 φ+ Σ3 cos2 θ. (8.1.13)






Démonos cuenta que podemos escribir el término S−
3





























Dado que S0 = 1, H(t) = H0S
3
2 con H0 =
√
M
3 . Podemos escribir entonces el redshift como:











La función de temperatura viene dada por:









Dado que la temperatura se comporta como T ∝ 1S , TdecSdec = T0S0 = T0,


























2 θ cos2 φ+ Σ2 sin2 θ sin2 φ+ Σ3 cos2 θ]. (8.1.19)






























(Y 22 + Y
−2
2 ), (8.1.21)
















































































P2(cos θ)(1 + zL)−
3
2 . (8.1.24)
8.2. El universo elipsoidal, magnitud y dirección del campo mag-
nético cosmológico y valor de la excentricidad según los da-
tos de la RCF
En la anterior sección vimos que hay una contribución al cuadrupolo de la RCF. Sin embargo, recientemen-
te Campanelli et. al. [13], [17] presentaron un análisis similar, pero considerando la anisotroṕıa como una
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pequeña perturbación de FRW plano. Suponiendo un universo con simetŕıa axial, si se define un parámetro
de excentricidad e que mide que tanto se separa el universo del modelo estándar de la cosmoloǵıa, el cual
es totalmente isotrópico, se obtiene que para dar cuenta del bajo valor del cuadrupolo la excentricidad al
momento del desacople debe ser del orden de 10−2. De igual manera se obtienen cotas al valor del campo
magnético actual B0, las cuales están de acuerdo con las cotas obtenidas por nucleośıntesis y por formación
de estructura a gran escala [17]. De igual manera es posible obtener un estimativo de la dirección del campo
magnético que coincide con el eje de simetŕıa. Presentaremos ahora el análisis dado por Campanelli en [17].
Recordando la métrica de Bianchi I que vimos en la sección anterior, podemos ver que esta métrica puede
describir modelos cosmológicos con simetŕıa planar, cuando dos de los tres factores de escala son iguales
entre śı. El elemento de ĺınea planarmente simétrico [105] es:
ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2)− b2(t)dz2, (8.2.1)
donde a(t) y b(t) son los factores de escala.
Ahora, a diferencia del caso anterior donde supusimos un fluido perfecto, en un escenario mas realis-
ta debemos incluir un término que explique la anisotroṕıa. Modelamos esta por medio de un tensor
momentum-enerǵıa anisotrópico con simetŕıa planar:
Tµν = diag(ρ,−p||,−p||, p⊥). (8.2.2)







la cual es la responsable de la simetŕıa planar, como por ejemplo un campo magnético, una pared de
dominio o una cuerda cósmica [17], y una contribución isotrópica,
(TI)µν = diag(ρ
I ,−pI ,−pI ,−pI), (8.2.4)
la cual puede ser enerǵıa de vaćıo, radiación, materia o constante cosmológica.





























= −8πG(pI + pA⊥). (8.2.7)
De ahora en adelante se considerará el caso dominado por materia (pI = 0) con una componente aniso-
trópica dada por un campo magnético uniforme dirigido a lo largo del eje z. Además, la interpretación de
las componentes anisotrópicas con la materia es despreciable, que en el caso de campos magnéticos esto
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corresponde a asumir que la conductividad del plasma primordial es muy alta [17].
















con T0 = 2.73K la temperatura promedio de la RCF. El cuadrupolo observado es del orden:
(δT2)2obs ' 210µK2, (8.2.10)
mientras que el predicho por el modelo estándar ΛCDM es:
(δT2)2I ' 1252µK2. (8.2.11)
La RCF tiene dos componentes [13], [22]:
δT = δTA + δTI , (8.2.12)
donde δTA representa las fluctuaciones de temperatura debida al espacio background anisotrópico mientras
que δTI es la fluctuación isotrópica estándar. Como una consecuenccia[17]:
alm = aAlm + a
I
lm. (8.2.13)
Este tratamiento, a diferencia del anterior, considera la excentricidad del Universo como una pequeña
perturbación al modelo estándar de FRW. En [17] se generaliza el modelo de universo excéntrico con el
eje de simetŕıa a lo largo del eje z a uno donde el eje de simetŕıa está en cualquier dirección arbitraria en
un sistema coordenado (xg, yg, zg) en donde el plano xg − yg es el plano galáctico. Al final, este método
permitirá dar un estimativo de la magnitud del campo magnético y de su dirección.
Con estas consideraciones, se usan coordenadas polares (θ, φ) y la dirección del campo magnético está
definida por los ángulos (ϑ, ϕ). Cuando la excentricidad es pequeña se puede escribir la métrica de Bianchi
I como una perturbación de la métrica FRW:
ds2 = −dt2 + a2(t)(δij + hij)dxidxj , (8.2.14)
donde hij es la perturbación métrica que toma la forma:






y e es la excentricidad.
72





















donde edec es la excentricidad en el momento de desacople.
Teniendo en cuenta que el coseno director en el sistema coordenado galáctico viene dado por:
n3 = cos θ cosϑ− sin θ sinϑ cos(φ− ϕ), (8.2.18)
n3 = cos θ cosϑ−
1
2
sin θ sinϑ(ei(φ−ϕ) + e−i(φ−ϕ)). (8.2.19)
Elevando al cuadrado:
n23 = cos
2 ϑ cos2 θ +
1
4
sin2 θ sin2 ϑ(e2i(φ−ϕ) + e−2i(φ−ϕ) + 2)
− cos θ sin θ cosϑ sinϑ(ei(φ−ϕ) + e−i(φ−ϕ)),
n23 = cos
2 ϑ cos2 θ +
1
4
sin2 ϑe−2iϕ(sin2 θe2iφ) +
1
4
sin2 ϑe+2iϕ(sin2 θe−2iφ) +
1
2
sin2 ϑ sin2 θ


















− cosϑ sinϑe−iϕ(cos θ sin θeiφ)− cosϑ sinϑeiϕ(cos θ sin θe−iφ).







































sin θ cos θeiφ,






sin θ cos θe−iφ,
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e2iϕ sin2 ϑe2dec. (8.2.22)




















































Observando los coeficientes de la contribución anisotrópica, aAl,−m = (−1)m(aAl,m)∗. Dado que la tem-
peratura es una función real, al,−m = (−1)m(al,m)∗, de lo que se infiere que los coeficientes isotrópicos
también deben cumplir dicha identidad, aIl,−m = (a
I
l,m)
∗. Dado que las fluctuaciones de temperatura
producidas por la inflación estándar son estad́ısticamente isotrópicas se asume que los coeficientes aIlm



















donde 0 ≤ φi ≤ 2π son fases desconocidas y
QI ' 13× 10−6. (8.2.27)
Teniendo en cuenta las contribuciones isotrópica y anisotrópica, el valor total del cuadrupolo es:
Q2 = Q2A +Q
2
I − 2fQAQI , (8.2.28)
donde:





6[sinϑ cos(2ϕ+φ3)−2 cosϕ cos(ϕ+φ2)] sinϑ+[1+3 cos(2ϑ)] cosφ1}. (8.2.29)
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Es posible escoger a20 real, de tal manera que φ1 = 0. Tenemos 5 parámetros desconocidos: edec, ϑ, ϕ, φ2 y
φ3. Para l = 2 tenemos 5 ecuaciones con 5 incógnitas, al resolver la ecuación (8.2.13). Para resolver estas
ecuaciones se necesitan los datos de WMAP. Campanelli et. al [13], [17] usan los datos proporcionados
por SILC400 [106], WILC3YR [90] y TCM3YR [11].
En conclusión, Campanelli et. al. argumentan que la anomaĺıa del cuadrupolo puede ser resuelta si la
última superficie de dispersión de la RCF es un elipsoide. Si la excentricidad en el momento del desacople
es del orden:
edec ' 0.64× 10−2, (8.2.30)
entonces la amplitud del cuadrupolo puede ser drasticamente reducida sin afectar multipolos de orden
mayor. Se obtiene además una estimación de la magnitud del campo magnético cósmico:
B0 ' 4.6× 10−9G, (8.2.31)
lo cual concuerda con los limites que se obtienen por nucleośıntesis primordial y formación de estructura a
gran escala. Además, si consideramos el sistema de coordenadas galácticas, b = 90◦ − ϑ, l = ϕ, es posible
obtener fuertes cotas a la dirección (b, l) del eje de simetŕıa:
b ' 50◦ − 54◦, 40◦ ≤ l ≤ 140◦, 240◦ ≤ l ≤ 310◦. (8.2.32)
Estas cotas concuerdan con recientes análisis estad́ısticos de mapas limpiados de la RCF de los datos
obtenidos de WMAP3 [17]. Por otro lado hay otros trabajos que indicaŕıan un eje de simetŕıa en la
estructura a gran escala del universo, como lo son el análisis de galaxias espirales en el “Sloan Digital Sky
Survey”como de análisis de la polarización de la radiación electromagnética propagándose sobre distancias
cosmológicas [107].
CAPÍTULO 9
EDG EN COSMOLOGÍAS DE BIANCHI
Como se hab́ıa mostrado en el caṕıtulo 3, el tensor de Riemann se puede descomponer en 4 contribuciones:
una parte eléctrica, una parte magnética, una parte correspondiente a un fluido perfecto y otra a un
fluido imperfecto. Para un modelo de Bianchi I con una fuente de fluido perfecto, la segunda y la cuarta
contribución se anulan. Para FLRW solo la tercera sobrevive, aśı que la EDG para Bianchi I es igual a la
obtenida para FLRW, pero con un término adicional, este determinado por el tensor eléctrico de Weyl.







































Bajando el ı́ndice β:
RαE βγδ = u
αuγEβδ − uαuδEβγ − uβuγEαδ + uβuδEαγ + hαγEβδ − hαδEβγ − hβγEαδ + hβδEαγ . (9.2)
De esta forma, multiplicando por V βηγV δ:
RαE βγδV
βηγV δ =uα(EβδV βV δ)(uγηγ)− uα(uδV δ)(EβγV βηγ)− (uβV β)(uγηγ)(EαδV δ)
+ (uβV β)2(Eαγη
γ) + (hαγη
γ)(EβδV βV δ)− (hαδV δ)(EβγV βηγ)
− (hβγV βηγ)(EαδV δ) + (hβδV βV δ)(Eαγηγ). (9.3)
Teniendo en cuenta que gracias al teorema del espacio pantalla, ηαuα = 0, y por lo tanto también
hβγV
βηγ = 0, y además que E = −Vβuβ :
RαE βγδV
βηγV δ =uαE(EβγV βηγ) + E2(Eαγη
γ) + (δαγ + u
αuγ)ηγ(EβδV βV δ)
− (δαδ + uαuδ)V δ(EβγV βηγ) + (gβδ + uβuδ)V βV δ(Eαγηγ)
RαE βγδV
βηγV δ =uα(EβγV βηγ)E + (Eαγη
γ)E2 + ηα(EβδV βV δ)
− V α(EβγV βηγ) + uα(EβγV βηγ)E + ε(Eαγηγ) + E2Eαγηγ . (9.4)
Si definimos F = EβγV βηγ podemos escribir:
RαE βγδV
βηγV δ = F (2Euα + ηα − V α) + Eαγηγ(ε+ 2E2) (9.5)








(µ+ p)E2]ηα − F (2Euα + ηα − V α)− Eαγηγ(ε+ 2E2) (9.6)
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Vemos entonces que el segundo y tercer términos de la EDG inducen un cambio en la dirección del vector
desviación. El segundo término se anula para el caso V α = uα, esta ecuación se muestra en la sección de
Apéndices de la Tesis de Henk van Elst [45], debido a las propiedades de la parte eléctrica del tensor de
Weyl (ver caṕıtulo 3, Vαβuβ = 0). Este es un término muy importante, juega el papel de una fuerza de
marea, que cambia la dirección del vector desviación. Un shear global induce entonces una rotación de
todas las imagenes que se podŕıan observar. Como vimos en la evolución del tensor eléctrico de Weyl, su
efecto se hace importante en épocas más tempranas.
Por otro lado, no es solo este término adicional el que modifica la ecuación, el primer término también se
ve modificado pues E, que está directamente relacionado con el redshift, es diferente del caso de FLRW,
pues como vimos en el caṕıtulo 8 la ley de redshift se modifica substancialmente y refleja el caracter
anisotrópico del modelo. Este término solo implica un cambio en la magnitud del vector desviación, pero
vemos que este factor depende de la dirección, por lo que la magnificación de posibles imagenes es diferente
dependiendo de la dirección de observación.
CAPÍTULO 10
CONCLUSIONES
Últimamente no solo la anomaĺıa de la radiación cósmica de fondo sino otras anomaĺıas ampliamente
documentadas en la literatura nos inducen a considerar modelos alternativos al modelo estándar de la
cosmoloǵıa. Vimos que el bajo valor del cuadrupolo teńıa una explicación con el modelo de Bianchi I, pero
hay objeciones [108], [109].
El teorema de EGS establece que si la temperatura de la RCF es exactamente isotrópica alrededor de cada
punto, el universo debe ser un modelo de FRW [110]. Pero el universo no es exactamente isotrópico, pero si
altamente isotrópico, por lo que Stoeger, Maartens y Ellis [111] demuestran un teorema EGS generalizado
al cambiar “exacto” por “casi”. Sin embargo, recientemente se ha mostrado que algunas de estas hipótesis
no son completamente justificables desde el punto de vista f́ısico [70], [71], [72], [112], lo cual lleva a no
descartar modelos más generales como los de Bianchi y modelos inhomogéneos que podŕıan generalizar
el modelo estándar. Inclusive ha habido intentos de explicar la aparente expansión acelerada del Univer-
so asumiendo que éste es inhomogéneo y solo es homogéneo e isotrópico estad́ısticamente [113], [114], [115].
Si consideramos en el tensor momentum-enerǵıa una contribución de campos electromagnéticos cosmológi-
cos, los cuales su origen aún está en debate, necesariamente estos introducen una presión anisotrópica que
hacen del modelo un fluido imperfecto [116], [40], [117], caso que no corresponde a la cosmoloǵıa estándar.
Esto justifica no descartar modelos que admiten como fuente un fluido imperfecto, modelos cosmológicos
más generales, entre los cuales se encuentra la familia de universos de Bianchi.
La cosmoloǵıa Bianchi tipo I presentada en este trabajo tiende a la isotroṕıa según los términos estable-
cidos por [3], [70], según los cuales los parámetros Σ2 y W2 tend́ıan a cero. Esto, aún sin considerar una
constante cosmológica, la cual según Wald [118], obliga a la mayoŕıa de modelos de Bianchi a isotropizarse.
Por ende, el modelo de Bianchi I puede verse como el primer paso a tomar cuando queremos generalizar
al modelo estándar. Hay actualmente investigación referente a la formación de estructura, perturbaciones
cosmológicas y ondas gravitacionales en estos modelos [117], [119]. Hay modelos aún más generales, no
necesariamente cercanos a la isotroṕıa, que pueden dar una RCF altamente isotrópica [71].
A pesar de que las cotas obtenidas para los parámetros de Shear indican que el modelo debe estar muy
cercano a la isotroṕıa, los efectos del Shear no son despreciables en épocas más tempranas, cuando el shear
no es despreciable comparado con la expansión de Hubble, tal como lo indican las gráficas de evolución
obtenidas. Estos efectos deben tener consecuencias en la EDG y por ende en los observables. La relación
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de Mattig se debe generalizar, pues entre otras consecuencias, la ley de Redshift deja de ser válida, como
vimos en el caṕıtulo 8, hay una generalización que incluye los efectos del Shear. Por otro lado, el tensor
eléctrico de Weyl va creciencdo a medida que nos acercamos al origen del Universo, lo cual afectaŕıa la in-
terpretación de un observable tan importante para la cosmoloǵıa, como lo es la distancia diametral angular.
CAPÍTULO 11
APÉNDICE A. ECUACIÓN DE RAYCHAUDHURI
En el formalismo 1+3 de la Relatividad General las identidades de Bianchi nos dan las ecuaciones de evo-
lución de las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl, las identidades de Ricci nos dan a nosotros
las ecuaciones de evolución del escalar Θ, el shear σµν y la vorticidad ωµν . En este Apéndice mostraremos
como se obtiene la ecuación de evolución para Θ, las ecuaciones para las otras cantidades se obtienen por
métodos similares, partiendo de las identidades de Ricci [42].
Partimos de las identidades de Ricci que nos relacionan los conmutadores de las segundas derivadas
covariantes de algún campo vectorial V:
2∇[µ∇ν]V ρ = RρµνσV σ
2∇[µ∇ν]Vρ = RσµνρVσ
(11.0.1)
Consideremos estas identidades para el campo u:
uρ;µ;ν − uρ;ν;µ = Rµνσρuσ
= −Rµνρσuσ
= −Rρσµνuσ
Subiendo el ı́ndice ρ:
uρµ;ν − uρν;µ = Rρσµνuσ (11.0.2)
Si hacemos ρ = µ y multiplicamos por uν :
uµµ;νu
ν − uµν;µuν = −Rµσµνuσuν (11.0.3)
Recordando que:
Θ := ∇̃µuµ = uµ;αhαµ = uµ;α[δαµ + uαuµ],
Θ = uµ;µ + u̇
µu̇µ.








[Θ− u̇µuµ];νuν − u̇µ;µ + uµ;νuν;µ = −Rσνuσuν ,
Θ̇− (u̇µ;νuν)uµ − u̇µ(uµ;νuν)− u̇µ;µ + uµ;νuν;µ = −Rσνuσuν ,
Θ̇− [u̇µ;νuνuµ + u̇µ;µ]− u̇µu̇µ −+uµ;νuν;µ = −Rσνuσuν .


















Θ̇− ∇̃µu̇µ = u̇µu̇µ − uµ;νuν;µ −Rσνuσuν . (11.0.5)
Consideremos ahora la expresión para Rµν obtenida gracias a las E.C.E.:





gσν + πσν . (11.0.6)
















































[u̇µuν + uµu̇ν ]. (11.0.8)










∇̃δuγ = ∇δuγ + u̇γuδ = uγ;δ + u̇γuδ. (11.0.10)













γ;δ = (gγα + uγuα)uγ;δ
= u;δα + (uγu
γ;δ)uα (11.0.12)
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El segundo término se anula teniendo en cuenta la ley de Leibnitz y el hecho de que el campo vectorial u
está normalizado a 1. De esta forma:
hγαu
γ;δ = u;δα (11.0.13)
De esta manera:
hγαu
γ;δ = u;δα (11.0.14)
Y por lo tanto:
hβδhγαu
γ;δ = hβδu;δα
= (gβδ + uβuδ)u;δα
= uα;β + (u;δαuδ)uβ
= uα;β + u̇αuβ
hγβhαδu
γ;δ = uβ;α + u̇βuα







[uα;β + uβ;α] +
1
2








Lo cual prueba que esta definición es equivalente a la usualmente dada en los art́ıculos. Ahora, compro-



























β = 0. (11.0.15)























































Ahora consideremos la vorticidad:




[uβ;α − uα;β ] +
1
2






















u̇α = 0. (11.0.16)
Por otro lado, comprobemos otras identidades:
Θ := ∇̃αuα = hδαhγαuγ;δ,






































Por otro lado, definamos:
Bαβ = uβ;α + u̇βuα (11.0.19)
De esta manera:
ωαβ = B[αβ] (11.0.20)









σαβωαβ = B(αβ)B[αβ]. (11.0.22)



























T βαTαβ − TαβTβα
)]
,
T (αβ)T[αβ] = 0. (11.0.23)
De esta forma, llegamos a otra relación útil:
σαβωαβ = 0. (11.0.24)











2 − ω2) + 1
3
Θ2. (11.0.25)
De esta manera, (11.0.5) se convierte en:





(µ+ 3p) + Λ (11.0.26)
Esta es la famosa ecuación de Raychaudhuri.
CAPÍTULO 12
APÉNDICE B. IDENTIDADES DE BIANCHI PARA EL
TENSOR DE WEYL
A partir de las identidades de Bianchi:
Rαβ[γδ;κ] = 0, (12.0.1)
y de la expresión del tensor de Riemann en términos del tensor de Weyl:




se mostrará que estas identidades de Bianchi se pueden reescribir como:
Cαβγδ ;δ = J
αβγ , (12.0.3)
donde:




Para ello, primero démonos cuenta que las identidades de Bianchi equivalen a:
1
6
[Rαβγδ;κ −Rαβδγ;κ +Rαβδκ;γ −Rαβγκ;δ +Rαβκγ;δ −Rαβκδ;γ ] = 0. (12.0.5)
Dado que Rαβγδ = −Rαβδγ :
Rαβγδ;κ +Rαβδκ;γ +Rαβκγ;δ = 0. (12.0.6)
Y por otro lado, podemos escribir;









R (gαγgδβ − gαδgγβ) ,
Rαβγδ = Cαβγδ +
1
2
[gαγRδβ − gαδRγβ + gβδRγα − gβγRδα] +
1
3
R (gαδgγβ − gαγgδβ) .
Ahora, analizamos los términos de la identidad de Bianchi, por las simetŕıas del tensor de Riemann:
Rαβγδ;κ =Rγδαβ;κ, (12.0.7)
Rαβδκ;γ =−Rβαδκ;γ = Rβακδ;γ , (12.0.8)
Rαβκγ;δ =−Rβακγ;δ. (12.0.9)
Por lo tanto, si subimos el ı́ndice β, podemos escribir la segunda identidad de Bianchi como:




ακγ;δ = 0. (12.0.10)
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Si hacemos κ = β y sumamos:




αβγ;δ = 0, (12.0.11)
R βγδα ;β +Rαδ;γ −Rαγ;δ = 0. (12.0.12)
Si hacemos el cambio de ı́ndices γ ←→ α, β ←→ δ:
R δαβγ ;δ +Rγβ;α −Rγα;β = 0. (12.0.13)
Subiendo los ı́ndices:
Rαβγδ;δ +R
γβ;α −Rγα;β = 0. (12.0.14)







































Por las ECE, dado que T βδ;δ = 0 y g
βδ










































gγ[αR;β] +Rγ[β;α] = 0. (12.0.15)
Finalmente:




gγ[βR;α] = 0 (12.0.16)
CAPÍTULO 13
APÉNDICE C. RELACIÓN DE MATTIG A PARTIR DE LA
ECUACIÓN DE DESVÍO GEODÉSICO
Debemos considerar la EDG para campos vectoriales nulos dirigidos al pasado. En este caso V α = kα,
kαk
















En este caso, todas las geodésicas nulas dirigidas al pasado o al futuro experimentan enfocamiento si
(µ+ p) > 0 (mientras que el signo de Λ no tiene importancia).
Se pretende obtener la ecuación (13.0.2) escrita en términos del parámetro no af́ın redshift z. Veamos























































































































Aśı, para el caso dirigido al pasado:










Edν = E0H(1 + z)2dν,
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Veamos como podemos expresar dHdz (surge un signo menos dado que al aumentar z disminuye ν, es una






























































































































































(µ+ p)η = 0. (13.0.12)
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Si consideramos de nuevo una mezcla no interactuante de polvo y de radiación:
µ = 3H20 Ωm0(1 + z)
3 + 3H20 Ωr0(1 + z)
4, (13.0.13)
p = H20 Ωr0(1 + z)
4. (13.0.14)







Λ +H20 (1− Ω0 − ΩΛ0)(1 + z)2. (13.0.15)
Para Λ = 0 esta ecuación se convierte en:
H2 = H20 (1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))(1 + z)
2. (13.0.16)








3H20 Ωm0(1 + z)
3 + 3H20 Ωr0(1 + z)
4 + 3H20 Ωr0(1 + z)
4
18H20 (1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))(1 + z)2
− Λ









3H20 Ωm0(1 + z)
3 + 3H20 Ωr0(1 + z)
4 +H20 Ωr0(1 + z)
4










3((1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))(1 + z)2) +
1
2











2(1 + z)3[3Ωm0 + 4Ωr0(1 + z)]
[1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z)](1 + z)2
η = 0.







3(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))(1 + z)2 +
1
2










[3Ωm0 + 4Ωr0(1 + z)]
[1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z)](1 + z)
η = 0.
Factorizando todos los términos que contienen (1+z) y organizando los terminos del numerador del factor
que afecta a dη/dz de tal manera que separamos los terminos que multiplican a Ωm0, los que multiplican




6 + Ωm0(1 + 7z) + 2Ωr0(1 + 8z + 4z2)




3Ωm0 + 4Ωr0(1 + z)
2(1 + z)(1 + Ωm0z + Ωr0z(2 + z))
η = 0
Esta es la conocida relación de Mattig [16].
CAPÍTULO 14
APÉNDICE D. ECUACIÓN DE DESVÍO GEODÉSICO
GENERALIZADA, CON TORSIÓN
El campo vectorial torsión T y el operador curvatura R son:
T(u,v) = ∇uv −∇vu− [u,v]. (14.1)
R(u,v)w = ∇u∇vw −∇v∇uw −∇[u,v]w. (14.2)
De igual manera que antes, consideramos que η es el vector desviación y V es el vector tangente a la
geodésica. Por la definición del operador de curvatura, (14.2):
R(η,V)V = ∇η∇VV −∇V∇ηV −∇[η,V]V. (14.3)
De la definición del tensor de torsión, ecuación (14.1)
T(η,V) = ∇ηV −∇Vη − [η,V]. (14.4)
Despejando ∇ηV:
∇ηV = T(η,V) +∇Vη + [η,V]. (14.5)
Reemplazando en la expresión para el operador curvatura R:
R(η,V)V = ∇η∇VV −∇V {∇V η + T(η,V) + [η,V]} − ∇[η,V]V. (14.6)
Reescribimos esta ecuación:
∇2Vη + R(η,V)V = ∇η(∇VV)−∇VT(V, η)−∇V[η,V]−∇[V,η]V. (14.7)
Si V es un campo vectorial geodésico:
∇VV = 0. (14.8)
Además, si η y V son ortogonales:
[V, η] = 0. (14.9)
Y por lo tanto podemos reescribir:
∇2Vη + R(η,V)V = −∇VT(V, η) (14.10)
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βηγV δ = −V δ∇δ(TαβγηβV γ) (14.11)
CAPÍTULO 15
APÉNDICE E. ECUACIONES DINÁMICAS DEL MODELO
DE BIANCHI TIPO I
15.1. Ecuaciones dinámicas obtenidas a partir de las Ecuaciones
de Campo de Einstein




































= T 00 + Λ. (15.1.4)
Multiplicando (15.1.1) por abc:
acb̈+ abc̈+ aḃċ = abcT 11 + abcΛ. (15.1.5)
De igual manera con (15.1.2), (15.1.3) y (15.1.4), multiplicando por 3abc:
abc̈+ äbc+ ȧbċ = abcT 22 + abcΛ
äbc+ ab̈c+ ȧḃc = abcT 33 + abcΛ
3ȧḃc+ 3aḃċ+ 3ȧbċ = 3abcT 00 + 3abcΛ.
Si definimos τ = abc y sumando las cuatro anteriores ecuaciones:
2
[

















3 = −p, T 00 = µ, por lo tanto:







(µ− p) + 3Λ (15.1.8)
91
92
Esta es la generalización de una de las ecuaciones de Friedmann. Para el caso en que a = b = c, tenemos
que:
τ = a3, ⇒ τ̇ = 3a2ȧ,





















(µ− p) + Λ (15.1.9)











Consideremos ahora la cantidad X1 = ȧa −
ċ



























Teniendo en cuenta la siguiente identidad algebraica:
x2 − y2 + xz − yz = (x− y)(x+ y) + (x− y)z,
= (x− y)[x+ y + z],














































































































Las constantes de integración cumplen las siguientes ecuaciones de ligadura:
D10D30 = D20, (15.1.18)
X20 = X10 +X30. (15.1.19)











Multiplicando por τ = abc:
















































































































(X10 +X20) , Σ2 :=
1
3
(X20 − 2X10) , Σ3 :=
1
3
(X10 − 2X20) . (15.1.25)
De esta manera, las ecuaciones de ligadura son:
D1D2D3 = 1, (15.1.26)
Σ1 + Σ2 + Σ3 = 0. (15.1.27)
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(µ− p) + 3Λ.

















pτdτ + 3Λτdτ. (15.1.31)













τ2dµ = −τµdτ − pτdτ.
Despejando pτdτ :
pτdτ = −τ2dµ− µτdτ. (15.1.32)






















d(µτ2) + 3Λτdτ. (15.1.33)
Integrando:
τ̇2 = 3(µ+ Λ)τ2 + C1 (15.1.34)
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Por lo tanto, de (15.1.34) obtenemos:
µ = 3H2 − Λ− C1
τ2
(15.1.36)
15.2. Dinámica del modelo de Bianchi I para el dominio de ma-
teria














































































































Obtener esta función W (t) nos permitirá conocer la dinámica de los factores de escala y para el caso
de dominio de materia hay solución anaĺıtica. Vemos que el termino en la raiz de la función S(t) puede
























Si definimos k2 = Σ
2






































































15.3. Ley de Redshift
La ley de Redshift más general es de la forma:
1 + z =
√
sin2 θ cos2 φX−2(t) + sin2 θ sin2 φY −2(t) + cos2 θZ−2(t). (15.3.1)
Ahora recordemos que:
X(t) = S(t) exp[Σ1W (t)],
Y (t) = S(t) exp[Σ2W (t)],
Z(t) = S(t) exp[Σ3W (t)].























































































La expresión se puede entonces escribir aśı:






sin2 θ cos2 φ+
4Σ2√
3M











Finalmente, si expandimos nuevamente:












Podemos escribir de manera más compacta:











f(θ, φ,Σi) = Σ1 sin2 θ cos2 φ+ Σ2 sin2 θ sin2 φ+ Σ3 cos2 θ. (15.3.5)
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